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Resumo 
O presente trabalho estuda o modo como a resolução de tarefas com carácter 
exploratório e investigativo, envolvendo relações funcionais, pode contribuir para o 
desenvolvimento do pensamento algébrico de alunos do 8.º ano de escolaridade. Deste 
modo, procura eventuais contributos de uma unidade de ensino baseada nesta estratégia 
curricular nas aprendizagens dos alunos, tendo por base as seguintes questões de inves-
tigação, analisadas antes e depois da sua leccionação: (i) Que estratégias utilizam os 
alunos na exploração de situações onde existem relações entre variáveis? (ii) De que 
forma interpretam e utilizam a linguagem algébrica em diferentes situações? 
A investigação segue uma metodologia qualitativa, de cunho interpretativo, e 
baseia-se em dois estudos de caso de alunos com desempenhos académicos distintos. A 
recolha de dados inclui duas entrevistas semi-estruturadas, realizadas antes e depois da 
unidade de ensino. Dos dados fazem ainda parte a observação participante das aulas 
pela professora, registada no seu diário de bordo, e diversos documentos escritos produ-
zidos pelos alunos. 
Os resultados sugerem que a ênfase na exploração de relações funcionais pro-
porciona o desenvolvimento de significado para a linguagem algébrica e de uma con-
cepção mais ampla sobre a sua utilização. Os dados evidenciam também que os alunos 
alargam o leque de estratégias de que dispõem para explorar situações que envolvem 
variáveis, raciocinam de modo cada vez mais geral e expressam as suas generalizações 
com recurso a uma linguagem mais formal. Observa-se em ambos os alunos uma nítida 
evolução do seu pensamento algébrico. As dificuldades que continuam a revelar corro-
boram a ideia de que a compreensão dos conceitos algébricos fundamentais é um pro-
cesso lento, que deve ser continuamente trabalhado ao longo do tempo. 
 
 
Palavras-chave: Matemática, Álgebra, Pensamento Algébrico, Relações Funcionais, 
Tarefas de Exploração e Investigação, Estratégias, Dificuldades.  
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Abstract 
This study analyses the way how solving exploratory and investigative tasks in-
volving functional relationships may contribute towards the development of grade 8 
pupils’ algebraic thinking. It aims at finding possible contributions of a teaching unit 
based on this curricular approach on pupils’ learning and has in consideration the fol-
lowing research questions, before and after its realization: (i) What strategies do pupils 
use when they explore tasks involving relations between variables? (ii) How do they 
interpret and deal with the algebraic language in different situations? 
The methodology is qualitative and interpretative, based in two case studies of 
students with different academic achievement. Data collection involves two 
semi-structured interviews, one before and other after the teaching unit. It also includes 
participant observation of classes by the teacher, registered in her diary, and several 
written records from pupils. 
The results suggest that the emphasis in the study of functional relationships 
promotes the development of meaning for the algebraic language and of a wider vision 
regarding the use of symbols. Data shows also that pupils enlarge the number of strate-
gies they are able to use while exploring situations involving relations between vari-
ables, reason in an increasingly general way and express their generalizations using a 
more formal language. It is possible to notice an obvious evolution on both pupils’ al-
gebraic thinking. The difficulties they still reveal underscore that the understanding of 
the fundamental algebraic concepts is a slow process that must be continually worked 
over time. 
 
 
 
Keywords: Mathematics, Algebra, Algebraic Thinking, Functional relationships, Ex-
ploratory and Investigative Tasks, Strategies, Difficulties.
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Capítulo 1 
Introdução 
No presente capítulo apresento as ideias principais que motivaram a realização 
deste estudo e descrevo os objectivos e as questões de investigação. Refiro-me, também, 
às orientações curriculares existentes e ao cenário que se vive actualmente no ensino da 
Matemática em Portugal, que constituem o enquadramento geral deste trabalho. 
1.1. Motivações pessoais 
Para muitos alunos, a Matemática é uma disciplina que envolve apenas a execu-
ção rotineira de procedimentos e algoritmos que se aprendem e repetem quando neces-
sário. Diariamente, muitos questionam a sua utilidade e, devido às dificuldades que sen-
tem, desinteressam-se ou rejeitam-na, ano após ano, deixando de investir no seu estudo. 
Uma vez que actividade algébrica exige, frequentemente, um elevado grau de abstrac-
ção, a questão da utilidade da aprendizagem neste domínio parece colocar-se aos alunos 
de um modo mais premente. Além disso, diversos investigadores (por exemplo, Booth, 
1984; Kieran, 1992) têm defendido que a utilização da linguagem algébrica constitui 
uma fonte de dificuldades acrescidas. Daí que o ensino da Álgebra seja uma das tarefas 
que mais me tem desafiado, enquanto professora, desde que comecei a leccionar. 
A aprendizagem da Álgebra constitui um aspecto bastante importante na forma-
ção matemática do aluno. A compreensão da linguagem algébrica é essencial para lhe 
permitir o prosseguimento de estudos, possibilitando-lhe o acesso a um amplo leque de 
opções profissionais futuras (Ponte, 2006). A forte presença de aspectos de natureza 
algébrica no programa de Matemática do 8.º ano de escolaridade e o facto de já ter lec-
cionado este ano diversas vezes fazem com ele se tenha tornado, para mim, um contexto 
indicado para uma reflexão mais aprofundada. Dado este panorama, senti interesse, 
enquanto docente, em desenvolver uma investigação neste âmbito, que pudesse, não só 
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contribuir para o meu desenvolvimento pessoal e profissional, mas também suscitar 
novas interrogações, por parte de outros investigadores e educadores. A reflexão sobre 
as presentes orientações curriculares, nacionais e internacionais, no domínio da Álgebra, 
foi um dos primeiros passos que dei para a realização deste estudo. 
1.2. Orientações curriculares para o Ensino da Álgebra 
A nível internacional, as perspectivas curriculares sobre o ensino da Álgebra têm 
sofrido diversas transformações, assistindo-se actualmente a uma crescente valorização 
deste tema na Educação Matemática. Estas transformações são visíveis em diversos 
países, sendo de destacar a importância assumida pelas orientações do NCTM. No 
documento intitulado Principles and Standards for School Mathematics (NCTM, 2000), 
são definidos dez stantards para a Matemática escolar que constituem um conjunto coe-
rente de aspectos desejavelmente acessíveis a todos os alunos. Cinco destes standards 
dizem respeito a temas de conteúdo matemático, sendo, um deles, em particular, dedi-
cado à Álgebra. Os restantes referem-se a processos matemáticos, nomeadamente: reso-
lução de problemas, raciocínio e demonstração, comunicação, conexões e representa-
ção. Este documento sublinha a importância da Álgebra como uma área que permite, 
desde muito cedo, ir para além da exclusiva preocupação com os números. 
Para o NCTM (2000), o conceito de pensamento algébrico surge associado a esta 
maior visibilidade da Álgebra e à intenção de a tornar acessível a todos os alunos. De 
acordo com este documento, a necessidade de que os alunos ganhem facilidade em pen-
sar algebricamente tem sido amplamente reconhecida nos últimos anos. O pensamento 
algébrico surge então como algo que deve ser promovido desde os primeiros anos de 
escolaridade, uma vez que envolve aspectos que são apropriados para os alunos, mesmo 
que ainda muito jovens. Entre estes aspectos destacam-se o estabelecimento de genera-
lizações e o uso de símbolos para representar ideias matemáticas, assim como a repre-
sentação e a resolução de problemas. Autores como Blanton e Kaput (2005) subscrevem 
a mesma ideia, considerando que o pensamento algébrico, envolvendo generalização e a 
representação de relações funcionais, pode ser um aspecto importante no pensamento 
matemático dos alunos, desde os primeiros anos, incluindo precisamente o uso de repre-
sentações simbólicas. O NCTM (2000) defende ainda que cada currículo deve permitir, 
a todos os alunos: (i) a compreensão de padrões, relações e funções; (ii) a representação 
e análise de situações matemáticas e de estruturas, usando símbolos algébricos; (iii) o 
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uso de modelos matemáticos para representar e compreender relações quantitativas; e 
(iv) a análise da mudança em diversos contextos. 
Em Portugal, o Plano de Organização do Ensino-Aprendizagem (ME-DGEBS, 
1991) é um dos documentos curriculares actualmente em vigor. Neste documento, a 
Álgebra surge com maior visibilidade no 3.º ciclo, através da presença de conteúdos 
algébricos como equações ou inequações (Ponte, 2005). 
Mais tarde, o documento A Matemática na Educação Básica (Abrantes, Serrazi-
na, & Oliveira, 1999) indica, como grande tema matemático, o domínio intitulado 
“Álgebra e Funções” e realça, como aspectos de particular importância: 
 
i) As aprendizagens iniciais dos alunos. Estas podem surgir da vivência 
de experiências algébricas informais, incluindo a observação de 
sequências numéricas ou geométricas, a identificação de padrões e 
relações numéricas, a sua explicitação em linguagem corrente ou 
simbólica. O documento refere ainda que “o trabalho com padrões 
generalizáveis pode ajudar a desenvolver a ideia de relação funcio-
nal” (p. 112); 
ii) A utilização multifacetada das letras na actividade algébrica e a cons-
trução do conceito de variável; 
iii) A resolução de equações e a sua utilização na resolução de proble-
mas; 
iv) O conceito de função, que assume um papel unificador; 
v) O desenvolvimento do pensamento algébrico, desde cedo, e a vivên-
cia de situações de aprendizagem ricas, como o envolvimento em 
actividades de tipo exploratório e investigativo. 
 
Este documento aponta, ainda, como capacidades a desenvolver neste domínio, a 
simbolização, o raciocínio algébrico, a compreensão e representação de relações funcio-
nais de diversos modos e a transferência entre eles e, por fim, a modelação e interpreta-
ção de situações do mundo real. 
Esta perspectiva mais ampla é reforçada pela publicação do Currículo Nacional 
do Ensino Básico (ME-DEB, 2001) que, a par do documento de 1991, é um dos princi-
pais documentos curriculares em vigor no nosso país. O Currículo Nacional inclui um 
conjunto de aspectos da competência matemática a desenvolver ao longo do ensino 
básico: 
 
− A predisposição para procurar padrões e regularidades e para formu-
lar generalizações em situações diversas, nomeadamente em contex-
tos numéricos e geométricos; 
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− A aptidão para analisar as relações numéricas de uma situação, expli-
citá-las em linguagem corrente e representá-las através de diferentes 
processos, incluindo o uso de símbolos; 
− A aptidão para construir e interpretar tabelas de valores, gráficos, 
regras verbais e outros processos que traduzam relações entre variá-
veis, assim como para passar de umas formas de representação para 
outras, recorrendo ou não a instrumentos tecnológicos; 
− A aptidão para concretizar, em casos particulares, relações entre 
variáveis e fórmulas e para procurar soluções de equações simples; 
− A sensibilidade para entender e usar as noções de correspondência e 
de transformação em situações concretas diversas. 
(p. 66) 
 
É de notar, no entanto, que apesar de considerar estes objectivos gerais de 
aprendizagem, no domínio da Álgebra, neste documento continua a existir uma incidên-
cia principal no 3.º ciclo, nomeadamente no que diz respeito à definição de objectivos 
específicos a atingir. Neste âmbito, destaca-se a importância que confere ao reconheci-
mento do significado de fórmulas e ao seu uso na resolução de problemas, à aptidão 
para lidar com equações, à compreensão do conceito de função e à aptidão para repre-
sentar relações funcionais de vários modos. O Currículo Nacional aponta, também, a 
resolução de problemas e actividades de investigação como experiências de aprendiza-
gem relevantes, que devem ser concretizadas ao longo dos três ciclos da escolaridade 
básica. 
Actualmente, encontram-se em discussão pública os “pontos críticos” do pro-
grama de Matemática e espera-se a publicação de um novo documento curricular. Por 
motivos vários assistimos a um momento bastante particular de discussão e reflexão 
sobre o ensino da Matemática, que, em última análise, procura trazer melhorias nas 
aprendizagens dos alunos, nomeadamente no domínio algébrico. Nos últimos anos, o 
ensino-aprendizagem da Álgebra tem sido, cada vez mais, objecto de reflexão, no nosso 
país, ganhando maior visibilidade. Para isso têm contribuído a criação de grupos temáti-
cos de discussão em encontros como o ProfMat ou o Seminário de Investigação em 
Educação Matemática e as preocupações e convicções manifestadas pelos professores e 
investigadores neles participantes. Em 2006, “Números e Álgebra na aprendizagem da 
Matemática e na formação de professores” foi mesmo o tema central do encontro da 
Secção de Educação Matemática da Sociedade Portuguesa de Ciências da Educação, 
revelando a importância crescente que o tema assume no contexto da Educação Mate-
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mática em Portugal. Acompanhando a maior reflexão em torno deste tema, têm também 
surgido cada vez mais artigos publicados em revistas da especialidade como, por exem-
plo, a Educação e Matemática, editada pela Associação de Professores de Matemática. 
Espera-se que da discussão e da reflexão generalizada, contando com a participação de 
todos os docentes, possam surgir contributos positivos para uma maior qualidade das 
aprendizagens efectuadas no âmbito da Álgebra. 
1.3. Objectivos e questões de investigação 
Tendo por base o conhecimento das orientações curriculares em vigor e a neces-
sidade de gestão do currículo que senti na minha actividade profissional, de acordo com 
as características particulares dos meus alunos, construí uma proposta pedagógica desti-
nada ao 8.º ano de escolaridade, que engloba “Sequências de Números”, “Funções” e 
“Equações do 1.º grau”. Esta proposta é constituída por tarefas de carácter diversificado, 
onde as actividades de exploração e investigação assumem um papel dominante, mas 
que inclui igualmente exercícios e problemas. Procurei que existisse um fio condutor 
entre as diversas tarefas e tópicos curriculares – o estudo de relações funcionais – de 
modo a que a proposta pudesse concretizar-se numa verdadeira unidade de ensino. 
O presente trabalho estuda o modo como a resolução de tarefas com carácter 
exploratório e investigativo, envolvendo relações funcionais, pode contribuir para o 
desenvolvimento do pensamento algébrico de alunos do 8.º ano de escolaridade. Deste 
modo, procura eventuais contributos de uma unidade de ensino baseada nesta estratégia 
curricular nas aprendizagens dos alunos, tendo por base as seguintes questões de inves-
tigação, analisadas antes e depois da sua leccionação: 
 
i) Que estratégias utilizam os alunos na exploração de situações onde 
existem relações entre variáveis? 
ii) De que forma interpretam e utilizam a linguagem algébrica em dife-
rentes situações? 
1.4. Organização geral do estudo 
As motivações iniciais e a formulação dos objectivos que acabo de descrever 
conduziram-me à necessidade de aprofundar conhecimentos, com base na revisão da 
literatura existente no domínio da educação algébrica. Esta revisão teve em conta quatro 
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aspectos fundamentais: (i) a Álgebra escolar e o conceito de pensamento algébrico; (ii) 
as diferentes utilizações da linguagem algébrica; (iii) o estudo de relações funcionais 
lineares; e (iv) o trabalho com equações do 1.º grau, incluindo equações literais. Este 
aprofundamento teórico encontra-se no segundo capítulo deste trabalho. 
No terceiro capítulo descrevo um conjunto de ideias que enquadram a elabora-
ção da proposta pedagógica, nomeadamente no que diz respeito ao tipo de tarefas reali-
zadas e ao ambiente de sala de aula que procurei construir com a turma que participou 
neste estudo. Especifico, ainda, o modo como as actividades foram concretizadas, assim 
como a respectiva calendarização. Estas foram as minhas principais opções, enquanto 
docente, na gestão do currículo. No quarto capítulo, descrevo as opções metodológicas 
que marcaram o curso desta investigação, isto é, as opções que tomei enquanto investi-
gadora. 
Em seguida, apresento a análise dos dados que recolhi, que inclui os quinto, sex-
to e sétimo capítulos desta dissertação. Nos dois primeiros descrevo, com pormenor, o 
percurso de dois alunos que protagonizam os estudos de caso e, no terceiro, faço uma 
breve caracterização de alguns episódios que, quanto a mim, marcaram o percurso glo-
bal da turma. Por fim, no oitavo capítulo, apresento as principais conclusões deste estu-
do, aponto as suas limitações e dou algumas sugestões que considero úteis para outros 
docentes e investigadores, relativamente ao ensino-aprendizagem da Álgebra e ao 
desenvolvimento de novas investigações neste âmbito. 
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Capítulo 2 
O Ensino e a Aprendizagem da Álgebra 
O presente capítulo apresenta uma reflexão sobre a Álgebra e a crescente impor-
tância atribuída ao desenvolvimento do pensamento algébrico no processo de ensi-
no-aprendizagem. Em seguida, debruça-se sobre a diversidade que caracteriza o uso da 
linguagem algébrica, observando-a como um dos aspectos que lhe confere maior poder 
e, simultaneamente, como fonte de potenciais dificuldades para muitos alunos. Particu-
lar visibilidade é dada, ainda, às estratégias que os alunos utilizam e às dificuldades que 
manifestam no estudo de relações funcionais e na resolução de equações do 1.º grau. 
2.1. A Álgebra e o pensamento algébrico 
O que faz ou não parte da Álgebra é matéria controversa. Da resposta que se dá a 
esta questão depende o modo como se encara o processo de ensino e aprendizagem, 
assim como o que se considera mais importante na Álgebra escolar. A secção que se 
segue apresenta uma discussão sobre a evolução desta temática, nos últimos anos. 
2.1.1. Da (sobre)valorização do simbolismo à ideia de domínio multifacetado 
Historicamente, a Álgebra surge associada à resolução de problemas, nomeada-
mente da Aritmética e da Geometria, expressos em linguagem natural. No seguimento 
deste período, em que a Álgebra é predominantemente retórica, e com o contributo de 
matemáticos como Diofanto, dá-se o desenvolvimento de uma Álgebra sincopada, 
caracterizada pelo uso de pequenas abreviações. No século XVI, com o trabalho desen-
volvido por Viéte, inicia-se uma transformação sem precedentes: a construção de uma 
Álgebra simbólica (Kieran, 1992; Rojano, 1996). 
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A utilização de símbolos assume, desde sempre, um papel preponderante no 
desenvolvimento da Matemática, enquanto ciência. Esta relevância é reconhecida, por 
exemplo, por Devlin (2002) que defende que “sem os símbolos algébricos, uma grande 
parte da Matemática simplesmente não existiria” (p. 11). De acordo com Kaput (1999), 
o simbolismo algébrico é o elemento chave que permitiu o desenvolvimento tecnológico 
actual. Uma das grandes potencialidades do uso de símbolos é a possibilidade de distan-
ciamento em relação aos elementos semânticos que representam. Deste modo, a simbo-
logia algébrica e a sintaxe que a envolve podem ganhar uma nova independência e tor-
nar-se poderosas ferramentas para a resolução de problemas (Rojano, 1996). Além dis-
so, a linguagem algébrica permite expressar ideias matemáticas de forma rigorosa e 
condensada (Sfard & Linchevski, 1994), o que pode ser uma importante mais-valia. 
Este papel proeminente do simbolismo influencia a forma como é encarado o 
ensino no período da Matemática Moderna (Abrantes, 1994). A abstracção e o afasta-
mento da realidade caracterizam os currículos de Matemática nesta época e reflectem 
uma tendência para a (sobre)valorização do papel dos símbolos. A utilização de simbo-
logia de modo abstracto, sem a necessária representação de alguma instância em parti-
cular, transforma a Matemática num jogo de manipulação, totalmente desprovido de 
significado. 
O movimento da Matemática Moderna é fortemente criticado por autores como 
Freudenthal (1983). Embora defenda que o grande salto que marca a transição da Arit-
mética para a Álgebra é o facto de se passar a calcular com letras, em vez de números, 
este autor considera que, na escola, os símbolos literais devem ter algum significado, 
pelo menos numa fase inicial, por analogia ao que sucedeu no desenvolvimento históri-
co da Álgebra. Freudenthal interpreta a linguagem algébrica como um sistema regido 
por um vasto conjunto de regras sintácticas que permitem desenvolver alguma acção. 
Ao comparar esta linguagem com a linguagem corrente, retrata claramente a complexi-
dade da primeira e a quantidade de interpretações incorrectas que podem surgir, ao lon-
go da sua aprendizagem. Com este enfoque na linguagem algébrica e nos símbolos, 
numa fase inicial associados a referentes, o autor revela uma concepção mais aberta 
sobre a Álgebra, embora centrada no simbolismo e na progressiva formalização. 
Principalmente desde a década de oitenta do século passado, diferentes visões 
sobre a Álgebra têm sido discutidas em encontros internacionais como, por exemplo, o 
8th International Congress in Mathematics Education (ICME 8), que decorreu em Sevi-
lha, em 1996. Sem se negarem as potencialidades da componente simbólica deste domí-
Explorando relações funcionais no 8.º ano 
9 
nio, estas discussões têm permitido a construção de uma concepção cada vez mais lata e 
diversificada sobre qual deve ser o papel da Álgebra no cenário escolar. 
Usiskin (1988) identifica quatro concepções possíveis sobre a Álgebra escolar, 
apresentando-as em estreita ligação com a noção de variável e a sua utilização. Numa 
primeira perspectiva, a Álgebra pode ser vista como Aritmética generalizada. Neste 
sentido, constitui, essencialmente, uma forma de generalização de padrões aritméticos. 
Uma vez que se trata de uma generalização de algo que é suficientemente conhecido, 
não existe o sentido de incógnita, mas apenas a ideia de generalidade. As variáveis são 
entendidas como instrumentos que permitem expressar essa generalização. Numa outra 
perspectiva, a Álgebra pode ser encarada como um domínio em que se estudam proce-
dimentos que possibilitam a resolução de certos tipos de problemas. As ideias de reso-
lução e simplificação surgem com uma relevância acentuada e as variáveis são utiliza-
das como incógnitas e constantes. Uma terceira concepção assume que a Álgebra cons-
titui um domínio em que se estudam relações entre quantidades. O entendimento das 
variáveis como argumentos ou parâmetros que vão variando é um ponto em que esta 
visão difere significativamente das duas anteriores. É neste contexto que fazem sentido 
as noções de variável dependente e independente e até mesmo a noção de função. Colo-
cam-se em jogo as capacidades de relacionar e representar quantidades, nomeadamente 
usando gráficos. Por último, numa quarta concepção, a Álgebra escolar pode ser vista 
como uma área em que se estudam estruturas algébricas abstractas como grupos, anéis, 
domínios de integridade e outros. A manipulação algébrica e a justificação são duas 
actividades que surgem com maior relevância. 
No entanto, Usiskin (1988) defende que a Álgebra não se reduz a qualquer des-
tas perspectivas isoladas, sendo necessário tomá-las em conjunto. Para o autor, além de 
ser uma forma de generalização da Aritmética, a Álgebra pode constituir, também, um 
meio para a resolução de problemas, um modo privilegiado de descrição e análise de 
relações funcionais e a chave para a compreensão de estruturas matemáticas. 
2.1.2. O desenvolvimento do pensamento algébrico 
A par do reconhecimento da importância da Álgebra escolar e da reflexão em 
torno da sua aprendizagem, surge o conceito de pensamento algébrico. De acordo com 
Kaput (1995, 1999), o pensamento algébrico manifesta-se quando, através de processos 
de conjectura e argumentação, são estabelecidas generalizações sobre dados e relações 
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matemáticas, expressas através de linguagens cada vez mais formais. Este processo de 
generalização pode ocorrer com base na Aritmética, na Geometria, em situações de 
modelação matemática e, em última instância, em qualquer aspecto matemático leccio-
nado desde os primeiros anos de escolaridade. Este autor identifica cinco facetas do 
pensamento algébrico, intrinsecamente relacionadas entre si: (i) a generalização e for-
malização de padrões e restrições; (ii) a manipulação de formalismos guiada sintactica-
mente; (iii) o estudo de estruturas abstractas; (iv) o estudo de funções, relações e de 
variação conjunta; e (v) a utilização de múltiplas linguagens na modelação matemática e 
no controlo de fenómenos (Kaput, 1998, 1999). 
Esta perspectiva relativamente à Álgebra e ao pensamento algébrico vem refor-
çar a ideia de que este tema não se deve reduzir ao simbolismo formal. Com esta con-
cepção mais lata, ser competente em Álgebra significa ser capaz de pensar algebrica-
mente, em diferentes situações e resumir a actividade algébrica à manipulação simbóli-
ca, repetitiva e rotineira, equivale a reduzir a riqueza da Álgebra a apenas um dos cinco 
aspectos mencionados. 
Na escola, mais do que uma disciplina formal que é leccionada num período 
limitado de tempo, Kaput (1998) considera que a Álgebra deve ser encarada como um 
conjunto de ferramentas intelectuais que se usam em qualquer situação matemática. 
Assim, defende uma “algebrificação” do currículo de Matemática e a utilização dos 
processos de generalização, abstracção e formalização, desde os primeiros anos de esco-
laridade. 
Esta ideia é também sublinhada pelo NCTM (2000) que defende que os alunos 
da middle school1 devem aprender Álgebra, quer como um conjunto de conceitos e 
competências que estão relacionados com a representação de relações quantitativas, 
quer como um estilo de pensamento que permite, nomeadamente, a formalização de 
padrões e de generalizações. 
De acordo com Kieran (1996), a referência ao pensamento algébrico terá surgi-
do, precisamente, como uma forma de descrever o contacto que os alunos podem ter 
com uma nova Álgebra, mais ampla que a tradicional. O facto de a sociedade ter vindo a 
evoluir do ponto de vista tecnológico, possibilitou a emergência de novas formas de 
representar relações quantitativas e de raciocinar sobre elas. Assim, esta investigadora 
entende o pensamento algébrico como a utilização de um conjunto alargado de repre-
                                                 
1 Nos Estados Unidos da América, a middle school inclui usualmente os 6.º, 7.º e 8.º anos de escolaridade. 
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sentações, incluindo os símbolos tradicionais, com o objectivo de lidar com situações 
quantitativas de um modo relacional. 
Na sequência dos argumentos apresentados por Kaput e Kieran, podemos obser-
var que o facto de se considerarem, para a Álgebra, fronteiras mais abrangentes do que 
as estabelecidas tradicionalmente não significa que se menospreza o cálculo algébrico e 
o papel do simbolismo. Contudo, com o sucessivo avanço tecnológico e a emergência 
de software de manipulação simbólica, questiona-se a necessidade de insistir demasiado 
em procedimentos morosos e desprovidos de significado. 
De acordo com Mason, Graham e Johnston-Wilder (2005) o pensamento algé-
brico está enraizado e emerge das potencialidades naturais dos alunos para atribuir sen-
tido a algo, matematicamente. Considerando que “a expressão da generalidade está no 
coração da Álgebra” (p. 310), estes autores referem-se aos símbolos como uma lingua-
gem que permite a expressão dessa generalidade, tornando-se a linguagem utilizada 
mais facilmente manipulável, à medida que a fluência nessa expressão se desenvolve. 
Indo para além da simples manipulação de símbolos e expressões algébricas, 
Arcavi (1994, 2006) defende que se deve procurar o desenvolvimento do que designa 
por “sentido do símbolo” (no original, symbol sense). Para o autor, este objectivo inclui 
a promoção da capacidade de manipular e interpretar expressões algébricas e da cons-
ciência de que os símbolos podem desempenhar papéis distintos consoante os contextos, 
intuindo a existência dessas diferenças. Nesta perspectiva, o aluno deve criar uma sensi-
bilidade e intuição que lhe permita interpretar aspectos implícitos nos símbolos e ante-
cipar o que pode decorrer das acções que desencadeia sobre os mesmos. Arcavi apresen-
ta exemplos ilustrativos do sentido do símbolo, observados em situações de sala de aula, 
em alunos que realizavam tarefas de cariz algébrico, e sustenta que eles estão ao alcance 
de todos, mesmo daqueles que usualmente sentem maiores dificuldades na disciplina de 
Matemática. Este conceito pode ser, também, um elemento importante, inerente ao pen-
samento algébrico. 
De acordo com Smith (2003), mais importante do que o estabelecimento de uma 
definição estrita sobre o que é, ou não, entendido como pensamento algébrico, será útil, 
no âmbito do ensino da Álgebra, que existam descrições sobre possíveis actividades que 
favoreçam o seu desenvolvimento. 
Na perspectiva de Kaput (1999), torna-se essencial que, no âmbito da Álgebra 
escolar, os alunos tenham a oportunidade de reflectir sobre as experiências que desen-
volvem e articular o seu conhecimento com o de outros, em vez da mera memorização 
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de procedimentos envolvendo a reprodução da sequência de símbolos correcta e da 
resolução de problemas artificiais. 
Deste modo, uma aprendizagem da Álgebra baseada numa verdadeira com-
preensão dos seus conceitos fundamentais e a evidência clara do desenvolvimento do 
pensamento algébrico, nas suas diversas vertentes, são objectivos fundamentais a perse-
guir pelo ensino. 
2.2. A linguagem algébrica 
Uma das grandes potencialidades da Álgebra advém da utilização de símbolos, 
muitos deles literais. Estes permitem expressar ideias matemáticas de forma rigorosa e 
condensada e são ferramentas importantes para a resolução de problemas. A literatura 
produzida em Educação Matemática nos últimos anos alerta-nos para o facto de os sím-
bolos literais poderem ser utilizados com o intuito de representar aspectos matemáticos 
bastante diversificados, assumindo também, consoante a situação, distintas interpreta-
ções. 
2.2.1. Diferentes interpretações para os símbolos 
Entre 1974 e 1979, uma equipa de investigadores da Universidade de Londres 
desenvolve o projecto Concepts in Secondary Mathematics and Science (CSMS), visan-
do caracterizar os desempenhos dos alunos ingleses, entre os 11 e os 16 anos, em alguns 
domínios da Matemática, como, por exemplo, a Álgebra (Hart, 1981). Para isso, cons-
troem testes escritos, designados por Chelsea Diagnostic Mathematics Tests, incluindo 
itens de carácter problemático, mas sem vocabulário demasiado específico que pudesse 
dificultar a compreensão dos enunciados. Paralelamente, realizam cerca de trinta entre-
vistas orais com o objectivo de permitir a identificação de estratégias de resolução e 
erros cometidos pelos alunos, quando confrontados com uma determinada situação pro-
blemática. No domínio da Álgebra, este estudo permite identificar diferentes utilizações 
das letras, por parte dos alunos, estruturadas de acordo com a seguinte categorização 
proposta por Collis, em 1975 (Küchemann, 1978, 1981): 
i) letra avaliada: o aluno substitui a letra por um valor numérico, sem operar sobre 
ela enquanto incógnita. 
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Nos exemplos que se seguem, é possível verificar que esta estratégia permite 
obter uma resposta correcta. 
Exemplo 1 Exemplo 2 Exemplo 3 
O que podes dizer sobre a 
se a + 5 = 8? 
R: a = 3 
O que podes dizer sobre u 
se u = v + 3 e v = 1? 
R: u = 4 
O que podes dizer sobre m 
se m = 3n + 1 e n = 4? 
R: m = 13  
(Küchemann, 1981, p. 105) 
Contudo, principalmente em itens mais complexos, a simples atribuição de um 
valor à letra em causa, pode levar o aluno a indicar uma resposta incorrecta: 
Exemplo 4 
O que podes dizer sobre r se r = s + t e 
r + s + t = 30? 
R: r = 10 
(Küchemann, 1981, p. 105) 
ii) letra não considerada: o aluno não usa a letra ou, pelo menos, reconhece a sua 
presença sem ter que lhe atribuir significado. 
Exemplo 5 
Se a + b = 43, a + b + 2 = ____ 
R: 45 
(Küchemann, 1981, p. 106) 
Neste exemplo a presença das letras é contornada pela sua substituição pelo 
valor que representam em conjunto e o cálculo é feito usando apenas esses valores. Não 
é necessário operar com as letras como se de incógnitas se tratassem. 
iii) letra como objecto: o aluno vê as letras como abreviaturas para os objectos ou 
como os próprios objectos em si. 
Exemplo 6 
2a + 5a = ____ 
Exemplo 7 
2a + 5b + a = ____ 
Exemplo 8 
3a – b + a = ____ 
Exemplo 9 
(a – b) + b = ____ 
R: 7a R: 3a + 5b R: 4a – b R: a 
(Küchemann, 1981, p. 107) 
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A identificação das letras com objectos da realidade ou a sua interpretação 
enquanto objectos de pleno direito permitem, em casos simples, tornar a simplificação 
da expressão algébrica mais intuitiva para o aluno. É razoável pensar que juntando dois 
objectos com outros cinco objectos do mesmo tipo se obtém um total de sete objectos 
(exemplo 6), ou que só podemos adicionar objectos da mesma natureza (exemplo 7). No 
entanto, esta visão pode trazer dificuldades quando se perde a relação com a realidade. 
É o que sucede nos exemplos 8 e 9, em que não faz sentido subtrair um objecto b, a 
menos que b já existisse previamente. Esta operação só tem significado se as letras 
forem encaradas como representantes de números e não como objectos. 
iv) letra como incógnita: a letra é vista como um número específico mas desconhe-
cido, sendo possível operar com ela directamente. 
A interpretação da letra como representante de um número desconhecido pode 
ser necessária na interpretação de itens como os que se seguem. 
Exemplo 10 Exemplo 11 
Soma 4 a 3n. Multiplica n + 5 por 4. 
(Küchemann, 1981, p. 108) 
A resposta correcta ao item colocado no exemplo 10 será 4 + 3n. Ao visualiza-
rem a letra como um número desconhecido, os alunos que dão esta resposta reconhecem 
que não podem “fazer” mais nada para adicionar estes elementos. No entanto, 31% dos 
alunos participantes neste estudo respondem 7n e 16% respondem 7, uma vez que ten-
tam combinar os elementos a que atribuem significado: o 3 e o 4. 
v) letra como número generalizado: o aluno vê a letra como representante de 
vários números ou, pelo menos, como podendo ser substituída por mais do que 
um valor. 
Esta visão é necessária, por exemplo, para a compreensão dos dois itens que se 
apresentam em seguida: 
Exemplo 12 Exemplo 13 
O que podes dizer sobre c se    
c + d = 10 e c é menor que d? 
L + M + N = L + P + N é 
Sempre        Às vezes        Nunca 
Verdadeira    Verdadeira   Verdadeira 
(quando?) 
(Küchemann, 1981, p. 109) 
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É de realçar que Küchemann (1981) refere, relativamente ao exemplo 12, que 
39% dos alunos atribui um valor específico a c (mais frequentemente c = 4) e, no que 
respeita ao exemplo 13, 14% dos participantes atribuem valores particulares a M e a P. 
vi) letra como variável: a letra é vista como representativa de um conjunto de valo-
res e é identificada a existência de uma relação sistemática entre dois desses 
conjuntos de valores. 
Exemplo 14 
Qual é maior, 2n ou n + 2? 
(Küchemann, 1981, p. 111) 
 
Com este item, o objectivo é averiguar se os alunos reconhecem que a grandeza 
relativa das duas expressões depende do valor de n. A maior parte dos alunos selecciona 
a expressão 2n, justificando essa escolha pela existência de uma multiplicação. Poucos 
alunos chegam, efectivamente, a sugerir valores para n, existindo, também, poucos 
casos de resolução pelo processo de tentativa e erro. A interpretação da letra como 
variável implica a compreensão do modo como as alterações efectuadas no valor de n 
influenciam o modo como se comportam os valores de 2n e n + 2. 
Nesta investigação, embora a interpretação da letra dependa, necessariamente, 
da natureza e da complexidade da questão em causa, as respostas dadas mais frequen-
temente pelos alunos ingleses incluem-se nas categorias “letra como objecto” e “letra 
não considerada”. Estas duas categorias e a que foi designada por “letra avaliada” 
incluem estratégias de resolução onde o aluno evita o uso da letra de modo mais elabo-
rado. Ainda assim, um número considerável de alunos consegue lidar com as questões 
que exigem o uso da “letra como incógnita”. As interpretações em que demonstram 
mais dificuldades coincidem com as categorias “letra como número generalizado” e 
“letra como variável” (Kieran, 1992; Küchemann, 1981). 
Reflectindo, também, sobre as diferentes possibilidades de interpretação da lin-
guagem algébrica, Usiskin (1988) apresenta, como exemplo, as expressões que se 
seguem: 
 
A = LW 
40 = 5x 
sin(x) = cos(x).tg(x) 
1 = n. 1݊ 
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y = kx 
(Usiskin, 1988, p. 9) 
 
Segundo o autor, a primeira expressão apresentada, A = LW, é uma fórmula, na 
qual as letras A, L e W representam três quantidades – área, comprimento e largura (no 
original, area, lenght and width) – que são entendidas como se fossem números conhe-
cidos. Em relação à equação 40 = 5x, a tendência é para a interpretação de x como uma 
incógnita, ou seja, como uma representação para um certo número desconhecido. A 
expressão sin(x) = cos(x).tg(x) é uma identidade, sendo a letra x vista como o argumento 
de uma função. A expressão 1 = n. 1
௡
 representa a propriedade da existência de inverso e 
pode surgir da generalização de um padrão, em que n é uma das suas instâncias. Por 
último, a expressão y = kx pode ser interpretada como a expressão algébrica de uma 
função de proporcionalidade directa em que as três letras utilizadas assumem papéis 
distintos: x é o argumento da função (variável independente), y é o valor que a função 
toma para cada argumento (variável dependente) e k é visto como a constante de pro-
porcionalidade directa ou como um parâmetro, se considerarmos a família de funções 
respectiva. Por outro lado, esta expressão pode ser entendida como a equação reduzida 
das rectas não verticais que contêm a origem do referencial e têm declive k. 
A interpretação de Usiskin quanto ao papel desempenhado pelas letras inseridas 
nestas expressões pode ser sujeita a críticas e diferir das interpretações efectuadas por 
outros leitores. No entanto, a partir dos exemplos apresentados, é notório que a utiliza-
ção das letras é multifacetada, podendo esconder uma diversidade de significados, de 
acordo com as situações em que são utilizadas. 
Para Ursini e Trigueros (2001), as distintas interpretações possíveis para a sim-
bologia algébrica constituem aspectos que geram dificuldades adicionais a muitos alu-
nos. Após a análise das estratégias usadas na resolução de problemas que envolvem 
símbolos, estas autoras propõem três categorias principais sobre a sua utilização, que 
designam por “modelo 3UV”: incógnita, número generalizado e variável numa relação 
funcional. Para cada uma destas categorias, identificam aspectos específicos relativos a 
diferentes níveis de abstracção com que estas interpretações se podem manifestar no 
aluno. De acordo com estas autoras, o entendimento do símbolo como incógnita, envol-
ve: (i) o reconhecimento, numa situação problemática, da presença de uma quantidade 
desconhecida que pode ser determinada atendendo aos dados fornecidos; (ii) a interpre-
tação dos símbolos que surgem numa equação como entidades que podem tomar valores 
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específicos; (iii) a capacidade de substituição do símbolo por um ou mais valores que 
transformem uma equação numa proposição verdadeira; (iv) a determinação do valor da 
incógnita que surge numa equação ou problema, por aplicação das operações algébricas 
e/ou aritméticas adequadas; e (v) a representação das quantidades desconhecidas identi-
ficadas numa situação específica e a sua utilização na formulação de equações. Em rela-
ção à interpretação do símbolo como número generalizado, referem-se à capacidade de: 
(i) reconhecer padrões, compreender regras e métodos em sequências numéricas e em 
famílias de problemas; (ii) interpretar o símbolo como uma entidade geral e indetermi-
nada que pode assumir qualquer valor; (iii) deduzir regras e métodos gerais em sequên-
cias e famílias de problemas; (iv) manipular a simbologia, nomeadamente, através da 
simplificação de expressões algébricas; e (v) representar simbolicamente regras e méto-
dos gerais. Por fim, no que diz respeito à interpretação dos símbolos enquanto variáveis 
numa relação funcional, as autoras defendem que esta compreensão envolve a capacida-
de de: (i) reconhecer a correspondência entre quantidades, independentemente do tipo 
de representação que é usado; (ii) determinar do valor da variável independente dado o 
valor da variável dependente; (iii) determinar do valor da variável dependente dado o 
valor da variável independente; (iv) reconhecer a variação conjunta das variáveis que 
intervêm numa relação, qualquer que seja a sua forma de representação; (v) determinar 
os intervalos de variação de uma das variáveis quando se conhecem os da outra; e (vi) 
expressar uma relação funcional de forma tabular, gráfica e/ou analítica, com base nos 
dados de um problema.  
Estudos recentes desenvolvidos com recurso ao uso de tecnologias como a folha 
de cálculo, calculadoras gráficas ou calculadoras algébricas (CAS) têm permitido com-
preender o modo como estes instrumentos contribuem para a construção de significado 
para os símbolos algébricos, incluindo a sua interpretação enquanto parâmetros, isto é, 
elementos que permitem a generalização para uma classe de expressões ou uma família 
de funções (Drijvers, 2001; Graham & Thomas, 2000; Wilson, Ainley, & Bills, 2005). 
Schoenfeld e Arcavi (1988) criticam o facto de, por vezes, os currículos de 
Matemática parecerem encarar a utilização de variáveis como algo que, após alguma 
prática, os alunos compreendem de modo uniforme e sem qualquer ambiguidade. Com 
base numa pequena experiência realizada com um conjunto diversificado de pessoas, 
incluindo matemáticos, educadores matemáticos, cientistas, linguistas e logicistas, ilus-
tram a diversidade de formas como a notação matemática pode ser entendida. Deste 
modo argumentam que, no cenário escolar, a construção do conceito de variável é um 
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processo complexo que merece atenção particular, considerando-o mesmo como um 
tópico central no ensino-aprendizagem da Matemática. A sua utilização, com significa-
do, pode facilitar a transição entre a Aritmética e a Álgebra e propiciar a construção de 
novos conceitos matemáticos de carácter mais avançado, noutros anos de escolaridade. 
2.2.2. Quando os símbolos geram dificuldades 
Ao longo dos últimos anos, diversas investigações no domínio da aprendizagem 
da Álgebra têm contribuído para a identificação das interpretações incorrectas efectua-
das pelos alunos quando lidam com símbolos e expressões algébricas (por exemplo, 
Booth, 1984, 1988; Macgregor & Stacey, 1997). O estudo desenvolvido no âmbito do 
projecto CSMS, teve um follow-up denominado Strategies and Errors in Secondary 
Mathematics (SESM), com o intuito de estudar, em profundidade, as razões que levam 
os alunos a cometer determinados erros. A maior parte dos participantes neste estudo, 
com idades compreendidas entre os 13 e os 16 anos, não tinha tido qualquer contacto 
formal anterior com a Álgebra. Com base neste estudo, Booth (1984) identifica três 
áreas principais em que os alunos manifestam dificuldades: a interpretação das letras, a 
formalização dos métodos utilizados e a compreensão de notações e convenções. Algu-
mas das dificuldades identificadas pela autora são também evidenciadas noutros estudos 
(por exemplo, Kieran, 1989, 1992; Macgregor & Stacey, 1997). 
De acordo com Booth (1984, 1988) os alunos parecem ter uma tendência ‘natu-
ral’ (entre aspas, no original) para encarar os símbolos literais como representantes de 
números específicos, isto é, como incógnitas. A esta interpretação acresce o facto de 
considerarem, por vezes, que os valores assumidos por letras diferentes são necessaria-
mente distintos. Deste modo, a dificuldade surge perante a necessidade de interpretar as 
letras de um modo mais abrangente, como sucede na representação de números genera-
lizados ou na visão da letra como variável. Esta tendência para a interpretação das letras 
como incógnitas pode ser, também, influenciada pelas experiências anteriores dos alu-
nos no âmbito da Aritmética, onde o foco da actividade desenvolvida está, frequente-
mente, na determinação de uma resposta numérica particular. A utilização da letra como 
representante do metro (unidade) e não do número de metros (grandeza) de um determi-
nado comprimento pode, também, ser um foco gerador de confusão para o aluno. Neste 
caso, a letra é entendida como um rótulo (no original, label) para uma certa entidade, 
faltando-lhe um referente numérico. Esta interpretação incorrecta é favorecida quando, 
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na resolução de problemas, são utilizadas as iniciais das designações dos objectos, o que 
leva o aluno a recordar-se dos objectos em si e não do número de objectos que a letra 
pretende representar. Por exemplo, usando p para representar um número desconhecido 
de peras abre-se caminho a que os alunos façam a associação incorrecta da expressão 3p 
a três peras em vez de a interpretarem como três vezes o número de peras. 
Outra área em que os alunos manifestam dificuldades é a formalização do méto-
do utilizado, observando-se o predomínio de raciocínios informais dependentes da 
situação em que são desenvolvidos que dificultam a formulação de generalizações. 
Booth (1984) refere, como exemplo, a determinação do número de elementos em dois 
conjuntos, quando é conhecida a dimensão de cada um deles. A autora refere que se um 
aluno, perante esta tarefa, usa sistematicamente técnicas simples de contagem, sem a 
utilização explícita da noção de adição, é provável que sinta dificuldade em representar 
genericamente essa adição através de uma expressão como x + y. 
Uma terceira área em que os alunos revelam dificuldades relaciona-se com a 
compreensão de notações e convenções, que se manifesta de diversos modos nos 
desempenhos dos alunos em estudo. O primeiro sinal desta dificuldade, é o facto de 
estes procurarem adicionar algebricamente termos que não são semelhantes, procurando 
terminar a resolução de qualquer problema com a apresentação de uma resposta sob a 
forma de um termo único (no original, conjoined term) como é habitual na Aritmética 
ou na Álgebra, quando se trata do produto de monómios. É o que sucede, por exemplo, 
quando os alunos escrevem 3 + 4n = 7n ou 2a + 5b = 7ab. 
Esta dificuldade é também identificada por Macgregor e Stacey (1997). Na pers-
pectiva destas autoras, a falta de conforto sentida pelo aluno quando tenta lidar com 
uma expressão algébrica que traduz um processo que não consegue continuar, mas que 
lhe parece necessitar de fechamento (no original, lack of closure), leva-o a procurar uma 
estratégia que dê origem a um resultado “mais aceitável”. Esta necessidade de simplifi-
car expressões como 2a + 5b pode ser explicada, também, pelo significado atribuído 
pelos alunos aos sinais “+” e “=” como sinais unidireccionais, que indiciam a necessi-
dade de se desenvolver uma acção, mais uma vez, por analogia ao que sucedia no âmbi-
to da Aritmética. A interpretação do sinal “+” como indicador de que já foi efectuada 
uma adição e a compreensão do sinal “=” como indicador de uma relação de equivalên-
cia são aspectos necessários a uma verdadeira compreensão da Álgebra, que não surgem 
de forma imediata (Booth, 1988; Kieran, 1981, 1992). 
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Um outro aspecto onde é visível a dificuldade dos alunos em lidar com a notação 
algébrica tem a ver com o uso de parêntesis. Booth (1984) identifica como principais 
causas para o facto de os alunos não sentirem a necessidade do seu uso: (i) a crença de 
que o contexto do problema determina a ordem pela qual as operações devem ser efec-
tuadas; (ii) o entendimento de que, na ausência de um contexto específico, a ordem das 
operações é feita naturalmente, da esquerda para a direita; ou (iii) a ideia de que será 
sempre obtido o mesmo valor, independentemente da ordem pela qual sejam feitas as 
operações. 
Booth (1984) refere-se ainda a outras manifestações da incompreensão da nota-
ção algébrica, apontando, por exemplo, as diferentes interpretações do significado de 
4y, identificadas nos desempenhos de alunos participantes no seu estudo: 4y como qua-
tro “y’s”, 4y como um número cujo algarismo das dezenas é quatro, do qual não se 
conhece o valor das unidades, ou 4y como 4 + y, por analogia ao que sucede na Aritmé-
tica onde 3. 1
ଶ
 = 3 + 1
ଶ
. 
O estudo desenvolvido no âmbito do projecto CSMS (Küchemann, 1981) sugere 
que o modo como as crianças interpretam as letras está relacionado com o seu desen-
volvimento cognitivo uma vez que é estabelecido um paralelismo entre os desempenhos 
dos alunos e os estádios propostos por Piaget. Herscovics (1989) defende, também, a 
existência de obstáculos cognitivos na aprendizagem da Álgebra, nomeadamente no que 
diz respeito à passagem da linguagem natural para a linguagem algébrica. A justificação 
para a existência de dificuldades dos alunos em Álgebra, baseada principalmente em 
aspectos de natureza cognitiva, pode levar à ideia de que um aluno só está preparado 
para desenvolver algumas actividades neste domínio quando já atingiu um determinado 
nível de desenvolvimento. Deste modo, corre-se o risco de pensar que será infrutífera 
qualquer acção desencadeada pelo professor no sentido de minorar as dificuldades dos 
alunos. 
No entanto, de acordo com Macgregor e Stacey (1997), esta interpretação efec-
tuada no âmbito do projecto CSMS não explica, na totalidade, o facto de alunos posi-
cionados num mesmo estádio de desenvolvimento, interpretarem a simbologia algébrica 
de formas tão díspares. As autoras defendem que as diferentes interpretações que sur-
gem podem ser explicadas através de outros parâmetros, que, para além dos cognitivos, 
podem influenciar os desempenhos dos alunos em Álgebra. Com base num estudo 
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desenvolvido na Austrália com alunos entre os 11 e os 15 anos de idade identificam 
quatro possíveis razões para a origem das dificuldades manifestadas: 
i) Assumpções intuitivas dos alunos e raciocínio pragmático sobre um sistema 
de notações que lhes é pouco familiar. Numa tentativa de responder às questões propos-
tas pelas investigadoras, diversos alunos sem qualquer contacto anterior com o estudo 
formal da Álgebra adoptam estratégias que lhes permitem responder, de uma forma que 
lhes parece ajustada. Assim, perante uma situação que envolve uma altura que desco-
nhecem, os alunos adoptam como estratégias a atribuição de um valor específico, esco-
lhido por si, a essa altura, o uso da letra referida no próprio enunciado para a sua repre-
sentação ou, simplesmente, a tentativa de escrever algo relacionado com os restantes 
dados do problema, ignorando a letra. 
ii) Estabelecimento de analogias com sistemas simbólicos usados no quotidiano, 
noutras áreas da Matemática ou noutras disciplinas. Alguns alunos estabelecem analo-
gias entre a notação algébrica e outros sistemas simbólicos, nomeadamente o sistema de 
numeração romana. Deste modo, consideram que se o coeficiente está do lado esquerdo 
da letra se pretende representar a quantidade subtraída do número de unidades indicado 
por esse coeficiente (por exemplo, 10h interpretado como h – 10) e, analogamente, adi-
cionada, quando surge do lado direito (por exemplo, h5 interpretado como h + 5). 
Outros alunos estabelecem analogias com a ordenação do alfabeto ou com a própria 
linguagem utilizada, por exemplo, no computador. Ainda relativamente à interpretação 
das letras, Macgregor e Stacey (1997) reportam a tendência de alguns alunos para lhes 
associar o número correspondente à posição em que surgem no alfabeto. 
iii) Interferência de novas aprendizagens em Matemática. Alguns dos alunos 
participantes neste estudo, já com experiências vividas no âmbito do ensino da Álgebra, 
denotam a influência dessas mesmas experiências. São exemplo deste tipo de dificulda-
des: a crença de que o valor assumido por qualquer letra é um, por associação ao facto 
de o coeficiente do monómio que ela constitui, quando isolada, ser igual a um; a tentati-
va de utilização simultânea de uma mesma letra para a representação de instâncias dis-
tintas – por exemplo, tomar h como representante das alturas de mais do que uma pes-
soa; o uso inadequado de notação exponencial (por exemplo, escrevendo x3 em vez de 
3x). 
iv) Contacto com materiais e estratégias de ensino pouco adaptados. O estudo 
desenvolvido por Macgregor e Stacey (1997) revela que alunos de uma das escolas 
envolvidas manifestam dificuldades persistentes na interpretação das letras utilizadas, 
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nomeadamente, o seu uso como abreviações de palavras ou como designações de objec-
tos. Após a realização de entrevistas junto dos respectivos docentes, as autoras con-
cluem que este erro pode ter sido influenciado pela forma como as tarefas utilizadas 
foram construídas e pelo modo como os professores formulavam habitualmente as suas 
explicações. Este estudo permite entender as dificuldades manifestadas pelos alunos de 
uma perspectiva mais ampla, sugerindo que a acção desenvolvida pelo professor, 
enquanto gestor do currículo, assume um papel determinante. 
No que diz respeito às diferentes utilizações dos símbolos English e Warren 
(1998) observam que, tradicionalmente, nos currículos de Matemática, tende a ser dada 
maior relevância à interpretação das letras como representantes de números desconheci-
dos (incógnitas). No entanto, quando a aprendizagem da Álgebra ocorre num contexto 
muito centrado numa das interpretações possíveis dos símbolos, a possibilidade de o 
aluno conseguir encarar de modo flexível as suas diferentes utilizações é reduzida subs-
tancialmente (Ursini & Trigueros, 2001). Já em 1989, o NCTM alerta para a necessida-
de de que os alunos lidem com as letras sem reduzi-las ao seu papel de incógnitas, 
observando igualmente a possibilidade de representação de um conjunto alargado de 
valores. No documento Principles and Standards for School Mathematics, o NCTM 
(2000) defende novamente, de um modo ainda mais abrangente, que os alunos devem 
compreender os diversos significados e usos das letras, através da representação de 
quantidades, nomeadamente no âmbito da resolução de situações problemáticas. 
Perante a possibilidade de utilização dos símbolos em situações tão díspares, 
Chazan e Yerushalmy (2003) colocam a questão sobre o que cada professor poderá 
fazer para possibilitar aos alunos a construção do sentido do símbolo, de um modo mais 
completo e diversificado. A par desta questão, coloca-se a todos os educadores uma 
outra interrogação: de que modo podemos contribuir para que os símbolos deixem de 
constituir obstáculos, minorando as dificuldades sentidas pelos alunos e permitindo-lhes 
usufruir em pleno das inúmeras potencialidades que estes lhes podem oferecer? 
2.3. Funções 
Uma função f, definida num conjunto D e com valores num conjunto E, pode ser 
interpretada como uma regra que faz corresponder a cada elemento x de D um único 
elemento de E, que se designa por f (x). O conjunto D é designado por domínio de f e o 
subconjunto C de E, que é formado pelos elementos f (x), com x א D, é o seu contrado-
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mínio. No caso particular em que o domínio da função é o conjunto dos números natu-
rais, a este tipo de correspondência pode dar-se o nome de sucessão (Ferreira, 1995). 
Por vezes, designa-se por sequência o conjunto ordenado dos termos de uma determina-
da sucessão. 
O conceito de função surge, historicamente, relacionado com a Geometria e a 
Álgebra, mas o seu papel ganha maior destaque, sobretudo a partir do século XVII, com 
o desenvolvimento do Cálculo e da Análise Infinitesimal (Ponte, 1992). No campo da 
Matemática escolar, a partir da década 80 do século passado, Álgebra e Funções têm 
surgido, em associação, com cada vez maior frequência (Kieran, 2006). A propósito da 
discussão em torno do que devem ser as “grandes ideias da Álgebra” a que todos os 
alunos devem ter acesso, Greenes e Findell (1999) apontam o conceito de função como 
um aspecto fundamental. Kaput (1999) contempla também o estudo de Funções e rela-
ções, observando-o como uma das vertentes em que o pensamento algébrico se manifes-
ta. A construção, interpretação e manipulação de representações para a relação funcio-
nal entre as duas variáveis em jogo, quer sejam de carácter simbólico, tabular, geométri-
co ou outro, proporciona diversos pontos de contacto com aspectos de natureza algébri-
ca. Este autor salienta, ainda, a importância da noção de função, enquanto conceito 
organizador e central no currículo de Matemática. 
Em alguns casos a primeira abordagem ao estudo de Funções prende-se com a 
análise de exemplos de correspondências entre conjuntos ou, simplesmente, com a 
introdução em abstracto, da definição de Função, de um modo mais ou menos formal. 
Willoughby (1997) considera que esta forma de iniciar o estudo das Funções é uma das 
razões pelas quais muitos alunos manifestam, mais tarde, dificuldades no domínio deste 
conceito. Driscoll (1999) defende que o trabalho com padrões pode preparar a aprendi-
zagem das relações funcionais e constituir uma base para a construção do conceito de 
função. 
2.3.1. A exploração de padrões no estudo de relações funcionais 
Aspectos gerais. O estudo de funções pode incluir a necessidade de compreender 
o modo como duas variáveis se relacionam, com o objectivo de conseguir explicitar 
uma relação funcional. Este processo baseia-se, essencialmente, na exploração de 
padrões e regularidades a partir de um certo conjunto de dados em análise. A exploração 
de padrões é apontada, por diversos autores (por exemplo, Driscoll, 1999; NCTM, 1989, 
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2000), como uma actividade que contribui para o desenvolvimento do pensamento 
algébrico e que, por esse motivo, deve ser promovida desde os primeiros anos de esco-
laridade. 
De acordo com Garrick, Threlfall e Orton (1999), um estudo desenvolvido com 
crianças entre os três e os quatro anos, sugere que mesmo as crianças desta faixa etária 
beneficiam com este tipo de actividade. Isto sucede, principalmente, quando lhes é dada 
a oportunidade de trabalhar com materiais diversificados e criar os seus próprios 
padrões, tendo em conta atributos como a dimensão, a orientação espacial ou a cor de 
certas peças. Ao interagirem com os seus pares, trocando ideias entre si sobre as suas 
explorações, as crianças desenvolvem uma melhor percepção sobre as principais carac-
terísticas dos padrões e obtêm melhorias no domínio da linguagem. 
Com base em dados recolhidos no âmbito do projecto de investigação GEAAR 
(no original, The Generalizing to Extend Arithmetic to Algebraic Reasoning), Blanton e 
Kaput (2004, 2005) defendem que os alunos, desde o início da sua escolaridade (“Gra-
des K-5”), manifestam potencialidades para o raciocínio sobre situações que envolvem 
variáveis. Os autores argumentam ainda que o desenvolvimento de actividades que 
envolvem a exploração de padrões pode influenciar positivamente o desempenho dos 
alunos, em Matemática, nos anos subsequentes. A identificação de padrões e o estudo 
de relações funcionais são aspectos importantes nos quais se pode alicerçar a compreen-
são do conceito de função. 
Inerentes à exploração de padrões estão diversos processos de raciocínio que, 
embora sejam também colocados em jogo noutros domínios da Matemática, assumem, 
no estudo de relações funcionais, um papel de grande relevância: a identificação de 
padrões e regularidades; a utilização de diversas formas de representação; e os proces-
sos de generalização e particularização.  
Identificação de padrões e regularidades. A utilização do termo padrão, no 
âmbito da Matemática, está frequentemente relacionada com a procura de ordem 
(Orton, 1999). A noção de padrão é de tal forma importante, nomeadamente em campos 
como a Aritmética ou a Geometria, que autores como Devlin (2002) a têm associado à 
própria natureza da Matemática, designando-a como “ciência dos padrões”. 
De acordo com Herbert e Brown (1997), o processo investigativo inicia-se com a 
extracção de informação relevante sobre a situação que está a ser explorada e com a 
identificação de regularidades. A ideia fundamental que permite a identificação de um 
determinado padrão é a visualização da repetição de alguma característica dos dados ou 
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a ideia de que essa repetição possa vir a suceder. A caracterização que fazemos de um 
determinado padrão pode ter por base as características comuns que se podem abstrair 
dos elementos em estudo, no momento da observação inicial, ou o modo como estes 
podem ser repetidos ou continuados. O autor apresenta, a este propósito, o seguinte 
exemplo: se considerarmos a sequência XYX XYX XYX podemos identificar um padrão, 
referindo o que observamos neste momento – três grupos, cada um deles formado por 
três letras, com dois “X” nos extremos e um “Y” na posição central; ou, por outro lado, 
podemos descrever esse padrão tendo em atenção o modo como pensamos que pode ser 
estendido, através da sucessiva inclusão de novos grupos de três letras e da análise do 
modo como a sequência se vai alterando, em cada momento. É de salientar que nem 
sempre os alunos vêem um padrão da forma como os professores estão à espera, o que 
pode enriquecer as discussões que surgem a propósito desta temática, na sala de aula 
(Smith, 2003). 
Representação. A identificação de um determinado padrão pode basear-se na 
análise de alguns casos particulares organizados e representados de forma sistemática. 
Verstappen (1982, referido por Kieran, 1992) distingue três modos principais de repre-
sentar relações funcionais: (i) geometricamente, usando esquemas, diagramas, gráficos, 
entre outros; (ii) aritmeticamente, com recurso a números, tabelas ou pares ordenados; e 
(iii) algebricamente, com o uso de símbolos literais, fórmulas e correspondências. 
O documento Principles and Standards for School Mathematics (NCTM, 2000) 
defende que os alunos da middle school devem procurar ter facilidade em relacionar 
expressões simbólicas contendo variáveis com representações verbais, tabulares e gráfi-
cas. A exploração de aspectos relativos ao conceito de função, nomeadamente a análise 
de situações em que exista variação e a sua representação, de diversas formas, pode 
levantar questões subtis sobre as quais os alunos devem ter oportunidade de reflectir 
(Kaput, 1999). 
Smith (2003) alerta-nos para o facto de alguns alunos, quando tentam descrever 
um padrão recorrendo a linguagem simbólica utilizarem, com alguma frequência, repre-
sentações que não têm um aspecto estandardizado. Essas representações ilustram as 
acções a desenvolver, do modo como os alunos as vêem, no problema em que estão a 
trabalhar. Um exemplo onde esta situação é visível ocorre quando os alunos escrevem 
R.9 em vez de 9R, traduzindo a ideia de que a variável representa o número de vezes 
que uma acção constante é repetida. O autor defende que esta fase em que os alunos têm 
a liberdade de criar tais representações próprias é essencial para que criem sentido para 
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as variáveis. A discussão sobre diferentes tipos de representações equivalentes usadas 
por vários alunos pode também ser um ponto de partida para a introdução de regras de 
manipulação algébrica. 
Generalização. O reconhecimento e a descrição de um padrão podem ser acom-
panhados pela sua generalização e pela aplicação dos novos conhecimentos à situação 
em causa (Herbert & Brown, 1997). Do ponto de vista de Kaput (1999), a generalização 
pode ocorrer e ser explicitada, numa primeira fase, sem o recurso a uma linguagem sim-
bólica formal. A utilização de notação simbólica pode ser atingida de uma forma pro-
gressiva, de acordo com o nível etário dos alunos. 
O processo de generalização pode surgir com base em situações provenientes da 
própria Matemática ou do seu exterior, a partir de um processo de matematização da 
realidade (Kaput, 1999). Este processo pode ser entendido como a extensão do raciocí-
nio para além dos casos particulares considerados, num processo claramente indutivo. A 
identificação e explicitação dos aspectos comuns a todos os casos permitem a elevação 
do raciocínio a um nível em que estes deixam de ser o foco principal da atenção, pas-
sando esta a centrar-se nos procedimentos, nas estruturas e nas diversas relações exis-
tentes. Deste modo, a procura de padrões é um passo importante que pode levar os alu-
nos a esta generalização considerada uma actividade de importância significativa para o 
seu desenvolvimento (Hargreaves, Threlfall, Frobisher, & Shorrocks-Taylor, 1999). 
Na perspectiva de Driscoll (1999), a generalização é um processo do pensamen-
to que decorre da observação de um fenómeno que segue uma determinada regra. Esta 
generalização pode ocorrer sobre relações funcionais e sobre situações meramente arit-
méticas, envolvendo um processo de abstracção dos valores concretos em causa. 
Este autor distingue dois tipos de generalização com o qual os alunos devem ter 
contacto e que contribuem para o desenvolvimento do pensamento algébrico: o primei-
ro, que designa por globalização, diz respeito ao reconhecimento de algo que sucede 
sempre, no âmbito de uma relação funcional, ou seja, a identificação de uma regra 
matemática geral que traduza a relação existente entre as variáveis; o segundo, que 
denomina por extensão, diz respeito a outras direcções possíveis que o aluno pode 
seguir e que vão para além do resultado algébrico que encontrou. Este processo é parti-
cularmente evidente quando os alunos, após a resolução de um determinado problema, 
colocam novas questões, que alargam o seu âmbito inicial, visando a construção de um 
conhecimento matemático mais vasto. 
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O processo de generalização baseia-se num processo de formulação de conjectu-
ras que necessitam, em muitos casos, de ser acompanhadas por uma argumentação con-
vincente a propósito da sua validade. Este processo nem sempre é simples para muitos 
alunos. Driscoll (1999) identifica, principalmente nas crianças da elementary2 school, 
alguma dificuldade na descrição de padrões de uma forma suficientemente geral. Para 
além disso, refere que é notória a dificuldade que sentem na justificação das suas gene-
ralizações. Estes são dois pontos fundamentais aos quais deve ser dada especial atenção. 
Mason (1996) e Driscoll (1999) alertam para o facto de, perante este tipo de dificulda-
des, os alunos tentarem encontrar estratégias que lhes permitem contorná-las, embora 
nem sempre da forma mais adequada. Assim, apontam como exemplos as seguintes 
atitudes dos alunos perante uma certa relação funcional: (i) construir uma tabela e 
encontrar uma fórmula que funcione em dois ou mais exemplos, passando imediatamen-
te para a questão seguinte, sem procurar garantir que esta seja válida para todos os 
casos; e (ii) generalizar propriedades incorrectas, nomeadamente usando estratégias 
relativas à existência de proporcionalidade directa quando ela não existe. 
Uma forma de o professor lidar com estas situações poderá ser incentivar os alu-
nos a justificar todas afirmações que fazem sobre o que é ou não verdadeiro para um 
certo conjunto de dados. Actuar desta forma significa ir mais além do que simplesmente 
perguntar-lhes se identificam alguma regularidade, sublinhando a necessidade de com-
preender as razões que justificam a validade dessas regras gerais. Outra estratégia pos-
sível de actuação consiste em levar os alunos a trabalhar, numa primeira fase, com uma 
variedade de números, grandes e pequenos, de modo a que ganhem alguma percepção 
sobre o que se passa em cada caso, em vez de permitir uma generalização prematura, 
baseada, apenas, em exemplos demasiado simples (Driscoll, 1999). 
Smith (2003) considera que a noção de variável pode ser introduzida como parte 
de uma discussão na sala de aula, decorrente de actividades de generalização, em que 
são representadas, de uma forma mais breve, algumas das verbalizações expressas pelos 
alunos. Na sua perspectiva, tal abordagem permite superar alguns dos obstáculos 
usualmente levantados pelo uso de variáveis. No entanto, na perspectiva de Orton 
(1999), uma estratégia de ensino baseada na exploração de padrões não elimina por 
completo as dificuldades sentidas pelos alunos quando iniciam o estudo da Álgebra. 
Pelo contrário, a própria exploração de padrões numéricos pode colocar, ela mesma, 
                                                 
2 Nos Estados Unidos da América, a elementary school inclui usualmente os anos de escolaridade que 
antecedem o 6.º ano. 
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outras dificuldades aos alunos. O conhecimento deste tipo de dificuldades pode ser uma 
mais-valia para melhorar esta abordagem e torná-la mais eficaz. Este facto não é enten-
dido com surpresa pelo autor, uma vez que em educação, qualquer abordagem adoptada 
terá sempre aspectos positivos e outros menos conseguidos. 
2.3.2. Relações funcionais lineares: estratégias e dificuldades 
Smith (2003) identifica dois modos distintos de análise de uma função. Por um 
lado, a compreensão da relação de correspondência que existe entre cada valor da 
variável x e o valor de y que lhe está associado. Em alguns casos, com base nesta análise 
conjunta dos valores de x e y, é possível escrever uma expressão algébrica que represen-
ta esta correspondência. Uma outra forma de olhar para uma função diz respeito à análi-
se do modo como a variação dos valores de uma variável produz variação nos valores 
da outra. De acordo com esta perspectiva, identificam-se os correspondentes padrões de 
variação, ou seja, analisa-se a covariação de x e y. 
De um modo geral, Smith (2003) refere que a abordagem que diz respeito ao 
estudo da covariação é utilizada pelos alunos de forma mais intuitiva, como uma primei-
ra abordagem aos problemas que pretendem resolver. O estudo da covariação permi-
te-lhes compreender uma função através dos padrões de mudança que se verificam em 
cada uma das variáveis. A abordagem inicial baseada no estudo destas regularidades 
pode constituir a base para o desenvolvimento de uma relação de correspondência que 
pode, então, ser expressa algebricamente. O estudo da covariação é importante porque a 
mudança é o que é observado e apreendido e, frequentemente, o que é mais importante 
numa determinada situação (Smith, 2003). Slavitt (1997, referido por Smith, 2003) sus-
tenta que dar mais importância à compreensão da covariação pode proporcionar ao alu-
no uma maior compreensão sobre o conceito de função. 
No caso particular em que uma função é linear, admite uma expressão geral da 
forma y = ax + b, em que a e b são números reais. No caso particular em que b = 0, esta 
relação tem a forma y = ax, dizendo respeito a uma situação onde há proporcionalidade 
directa. Existindo uma dependência de tipo linear entre as variáveis x e y, a modificação 
dos valores da variável independente tem consequências directas nos valores tomados 
pela variável dependente. A particularidade deste tipo de relação funcional é o facto de 
possuir taxas de variação constantes. No caso em que a variável x é discreta, que surge 
frequentemente a propósito da exploração de sequências de números, a diferença entre 
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um termo e o termo consecutivo é constante, o que se torna relativamente simples para 
os alunos (Orton & Orton, 1999). Se a variável é contínua, como no caso geral de uma 
função afim, é possível identificar regularidades quando se analisa a mudança existente 
nos valores da variável dependente, à medida que a variável independente sofre altera-
ções em incrementos iguais (Smith, 2003). Por outro lado, a variação que ocorre nos 
valores que ambas as variáveis tomam pode dar-se no mesmo sentido, quando aumen-
tam simultaneamente, ou em sentidos contrários, quando ao considerarmos valores cada 
vez maiores para uma das variáveis, observamos que à outra correspondem valores cada 
vez menores. Outro aspecto importante que pode ser analisado é a rapidez com que 
variam os valores de cada uma das variáveis, em relação aos valores da outra (Friel, 
Rachlin, & Doyle, 2001). 
Ao longo dos últimos anos, têm surgido diversos estudos que procuram com-
preender o modo como os alunos lidam com relações funcionais lineares em diferentes 
níveis de ensino. Esses estudos permitem identificar estratégias usadas pelos alunos, isto 
é, combinações de dois ou mais processos, que lhes permitem progredir na perseguição 
de um determinado objectivo (Orton & Orton, 1999). 
Hargreaves, Threlfall, Frobisher e Shorrocks-Taylor (1999) descrevem um estu-
do desenvolvido com alunos entre os 7 e os 11 anos, que envolve sequências lineares e 
quadráticas. No que diz respeito às sequências lineares, identificam como potenciais 
actividades a desenvolver pelos alunos: (i) a procura de padrões numa sequência; (ii) a 
construção de sequências; (iii) o reconhecimento da existência de um padrão numa 
sequência; (iv) a descrição oral e escrita de uma sequência; (v) a continuação de uma 
sequência dada; (vi) a previsão sobre os que poderão ser termos seguintes numa sequên-
cia; (vii) a sugestão de uma regra de formação para a sequência; (viii) o teste de uma 
determinada regra de formação da sequência; e (ix) a generalização dessa regra através 
de palavras ou símbolos algébricos. De acordo com estes autores, o facto de um aluno 
ser capaz de continuar uma sequência evidencia uma compreensão sobre o padrão que 
se vai repetindo. No entanto, essa compreensão torna-se mais profunda quando este é 
capaz de descrever correctamente um elemento geral dessa sequência. A exploração de 
sequências de números proporciona aos alunos uma oportunidade para o reconhecimen-
to de padrões, a sua descrição e generalização. Assim, esta actividade também é consi-
derada por estes autores como preparatória relativamente ao estudo dos aspectos mais 
formais da Álgebra. Com base no seu estudo identificam como principais estratégias 
utilizadas pelos alunos na exploração de sequências lineares, as seguintes: 
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i) O cálculo da diferença entre pares de termos consecutivos e a determinação 
das diferenças sucessivas. O aluno começa por observar a diferença existente entre dois 
números consecutivos, repetindo esse processo sucessivamente. Segue-se a análise da 
natureza dessas diferenças e a determinação da diferença entre as diferenças encontra-
das previamente. Uma vez que no caso das sequências lineares as diferenças entre ter-
mos consecutivos são constantes, a diferença entre as diferenças consecutivas é nula. 
ii) Análise da natureza dos números. O aluno identifica uma proprieda-
de/qualidade aplicável ao conjunto de todos os números que fazem parte da sequência, 
por exemplo, a paridade de todos ou alguns dos seus elementos. 
iii) Comparação entre as tabelas de multiplicação e as tabuadas. O aluno procu-
ra comparar os elementos da sequência com os múltiplos. Por exemplo, na sequência 2, 
5, 8, 11, 14 nota que há alguma proximidade com a sequência dos múltiplos de 3, desde 
que a todos os seus termos seja subtraída de uma unidade. 
Um outro estudo, desenvolvido nos Estados Unidos com 10 alunos do 6.º ano, 
sem contacto formal anterior com a Álgebra, tem como principal objectivo investigar o 
modo como estes utilizam equações para descrever e representar situações problemáti-
cas, envolvendo situações lineares e não lineares. Os alunos participantes neste estudo 
conseguem, no momento em que são entrevistados, generalizar e descrever relações, 
usando representações verbais, simbólicas, ou uma combinação entre ambas, por vezes 
de um modo não estandardizado. Contudo, por vezes, denotam algumas dificuldades em 
observar as equações que formulam enquanto objectos matemáticos, interpretando-as 
como procedimentos a efectuar. Para além disso, revelam insegurança no uso apropria-
do de variáveis e não usam as equações formuladas para resolver os problemas que lhes 
são propostos (Swafford & Langrall, 2000). 
Stacey e Macgregor (2000) relatam um estudo desenvolvido com cerca de 2000 
alunos, com idades entre os 12 e os 15 anos, de escolas secundárias australianas, basea-
do em testes escritos resolvidos por todas as turmas envolvidas e entrevistas individuais 
efectuadas a alguns alunos, em particular. Neste estudo, na análise de uma sequência 
linear a maior parte dos alunos consegue interpretar e continuar correctamente as tabelas 
fornecidas. O número de alunos que consegue completar a tabela para termos mais dis-
tantes, na sequência, desce para, aproximadamente, 70% dos alunos. As autoras referem 
que os que o conseguiram fazer terão usado, presumivelmente, a relação funcional entre 
as variáveis. No entanto, em alguns casos é notória a preferência pela procura de uma 
relação de recorrência, que permita encontrar cada termo com base no seu predecessor. 
Explorando relações funcionais no 8.º ano 
31 
Este tipo de relação parece ser mais intuitivo, embora não seja facilmente expresso em 
termos da linguagem algébrica. Neste estudo verifica-se que os alunos só tentam desco-
brir a relação funcional entre as duas variáveis quando são confrontados directamente 
com uma questão que os faça sentir essa necessidade. Por outro lado, mesmo os alunos 
que conseguem identificar a relação funcional em causa manifestam dificuldades em 
exprimi-la usando linguagem algébrica. 
De acordo com Stacey e Macgregor (2000), é importante que exista uma fase 
onde os alunos descrevem verbalmente o que vêem numa determinada sequência, iden-
tificando padrões e reflectindo sobre quais deles são mais úteis para a compreensão das 
questões colocadas. Deste modo poderá surgir uma compreensão efectiva do modo 
como se processa a relação funcional e uma posterior representação da mesma, utilizan-
do a simbologia algébrica. Zazkis e Liljedahl (2002) referem, precisamente, como evi-
dência de um estudo desenvolvido com futuros professores da escola primária, que exis-
te uma descontinuidade entre a capacidade de expressar generalizações verbalmente e a 
capacidade de usar a notação simbólica própria da Álgebra, sendo o processo de transi-
ção bastante demorado e complexo. 
O modo como as sequências são propostas aos alunos pode ser mais elaborado 
do que a simples apresentação de uma lista numérica ordenada. Segundo Orton, Orton e 
Roper (1999), como alternativa a esta apresentação directa dos termos numéricos, as 
sequências surgem, por vezes, associadas a uma representação geométrica. Estes autores 
apontam como principais razões para a associação a aspectos de natureza visual: (i) a 
convicção de que a existência de um elemento visual confere maior significado a uma 
determinada tarefa, tornando-a mais dinâmica e eventualmente mais simples; e (ii) o 
facto de esta associação proporcionar ao aluno a hipótese adicional de fundamentar o 
seu raciocínio em argumentos de natureza geométrica e visual e, em última análise, de 
seleccionar os aspectos sobre os quais se sente mais à vontade para basear a sua explo-
ração. No entanto, consideram necessária alguma precaução relativamente a esta opção, 
no sentido de tentar diversificar a tarefa, pois pode, também, atribuir-lhe um carácter 
mais problemático e gerar dificuldades acrescidas aos alunos. 
Stacey (1989) relata duas investigações envolvendo a exploração de padrões, no 
âmbito de sequências lineares subjacentes a um conjunto de figuras geométricas. Com 
base na primeira investigação realizada com alunos entre os 9 e os 11 anos de idade, 
esta autora identifica quatro estratégias principais de raciocínio utilizadas pelos alunos: 
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(i) o método de contagem; (ii) o método da multiplicação das diferenças; (iii) o método 
do objecto inteiro (no original, whole-object method); e (iv) o método linear. 
O facto de as sequências estarem associadas a uma representação geométrica 
justifica a utilização do método de contagem, que permite aos alunos traduzir a infor-
mação que é fornecida em termos numéricos. Este método é eficaz para a determinação 
de termos que se encontram relativamente próximos dos termos que são fornecidos, mas 
começa a perder potencialidades em questões que requerem a determinação de termos 
muito distantes, por se tornar pouco cómodo. 
Outra atitude natural a tomar no âmbito das sequências lineares é a de calcular as 
diferenças entre termos consecutivos que, como já foi referido, é constante. No entanto, 
o método da multiplicação das diferenças identificado pela investigadora vai para além 
desse cálculo e da sua utilização para determinar os termos seguintes na sequência que é 
apresentada. Os alunos utilizam o conhecimento que têm sobre a diferença entre termos 
consecutivos e multiplicam-na pela ordem em que uma determinada figura surge, para 
encontrar o termo desejado (Orton & Orton, 1999; Stacey, 1989). O facto de a diferença 
ser constante verifica-se, quer a relação entre a ordem e o termo na sequência seja de 
proporcionalidade directa quer não. No entanto, este método só é eficaz quando a rela-
ção de proporcionalidade existe. A aplicação do método conduz a raciocínios como: “se 
a diferença entre termos consecutivos é de quatro unidades, então 4 x 20 = 80 será o 20.º 
termo”. Este raciocínio estaria correcto na sequência A) 4, 8, 12, 16, … em que existe 
proporcionalidade directa, mas não na sequência B) 3, 7, 11, 15, … em que esta não 
existe e o 20.º termo é igual a 79. 
O terceiro método descrito também é bastante eficaz quando existe proporciona-
lidade directa, falhando caso contrário. Trata-se, no fundo, de pensar que se 15 = 3 x 5, 
então o 15.º termo numa sequência poderá ser calculado multiplicando por 3 o 5.º termo 
da sequência. O método linear, identificado pela autora, diz respeito à compreensão de 
que, por vezes, está envolvida, para além de uma multiplicação, a operação de adição de 
um certo valor inteiro. Por fim, a autora salienta que alguns dos alunos utilizam mais do 
que um destes métodos, de forma combinada, dependendo dos objectivos que têm, ine-
rentes à resolução de cada problema. 
Uma segunda investigação realizada também por Stacey (1989) com os mesmos 
alunos, agora entre os 11 e os 13 anos de idade, mostra que, apesar das experiências que 
vivem nas suas aulas de Matemática, continuam a utilizar os mesmos quatro métodos 
principais, apesar de incluírem alguns “melhoramentos” pontuais, como por exemplo, a 
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adição sucessiva em vez da simples contagem. Este recurso a métodos que já domina-
vam anteriormente pode ser interpretado como a tendência para o uso de determinadas 
ferramentas, com as quais já se sentem confortáveis e que produziram bons desempe-
nhos noutras situações (Orton, 1999). 
De acordo com Rivera e Becker (2005), mais do que encontrar uma fórmula 
algébrica que permita generalizar uma regra e explicitar uma relação funcional, é impor-
tante compreender o motivo pelo qual essa fórmula funciona. Num estudo realizado nos 
Estados Unidos, com professores da elementary e da middle school, envolvendo 
sequências lineares associadas a uma representação geométrica, distinguem dois modos 
principais de justificação da validade destas conjecturas: (i) com base em argumentos de 
natureza numérica e (ii) com base em argumentos geométricos, inerentes à própria cons-
tituição das figuras. Estudos desenvolvidos com alunos dos 6.º e 9.º anos, nos Estados 
Unidos da América, evidenciam, também, a utilização de uma multiplicidade de estraté-
gias, algumas predominantemente visuais e outras predominantemente numéricas (Bec-
ker & Rivera, 2005). Neste estudo, as estratégias de tipo numérico surgem mais fre-
quentemente do que as de tipo geométrico. Alguns alunos iniciam a abordagem ao pro-
blema com uma estratégia geométrica, mas essa estratégia é completada por uma tradu-
ção para aspectos numéricos, que os conduzem à formulação de uma generalização. Em 
relação aos alunos que não conseguem generalizar, verifica-se que as suas dificuldades 
têm origem em aspectos como: (i) a confusão entre os papéis das variáveis dependente e 
independente; e (ii) a excessiva ligação a uma determinada estratégia de resolução, sem 
a capacidade de recurso a outras abordagens quando necessário. 
Relativamente a implicações para a prática profissional do professor, Driscoll 
(1999) questiona como podem os alunos ser apoiados na transição entre um tipo de pen-
samento recursivo, baseado na covariação, e o pensamento funcional, baseado na cor-
respondência existente entre as variáveis. Uma estratégia possível será a reflexão sobre 
o modo como se relaciona a descrição recursiva, à qual os alunos atribuem maior senti-
do, com a relação funcional que tentam compreender. Este autor aponta, também, algu-
mas estratégias que o professor pode utilizar na sala de aula, durante as discussões 
gerais, no sentido de apoiar os alunos na explicitação da relação funcional em causa. 
Assim, defende que devem ser promovidos momentos de reflexão sobre (i) a informa-
ção que é fornecida e o facto de permitir, ou não, prever o que irá acontecer noutros 
casos; (ii) a existência de regularidades e operações que se repitam sistematicamente ou 
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de uma regra matemática que permita efectuar todas as operações de uma só vez; e, ain-
da, sobre (iii) a validade de uma determinada regra para outros casos particulares. 
2.4. Equações do 1.º grau 
A compreensão do significado das letras, consoante as situações em que são uti-
lizadas é um assunto complexo, dados os múltiplos papéis que podem assumir. O 
NCTM (2000) defende que os alunos da middle school devem aprender a reconhecer e 
gerar expressões equivalentes, resolver equações simples e usar fórmulas simples. No 
entanto, compreender o significado da equivalência de expressões algébricas e equações 
também pode ser uma tarefa desafiante, para alunos e para os professores que o tentam 
ensinar (Chazan & Yerushalmy, 2003). 
2.4.1. Expressões algébricas equivalentes 
Expressões algébricas equivalentes são expressões que superficialmente são 
diferentes, porque descrevem processos de cálculo distintos, mas que podem ser trans-
formadas umas nas outras, produzindo o mesmo valor, quando substituídas por qualquer 
valor inicial (Chazan & Yerushalmy, 2003). Alguns estudos têm procurado analisar 
estratégias de ensino que visam promover a compreensão da equivalência de expres-
sões, nomeadamente com base no seu papel como modelos de áreas de figuras rectangu-
lares (por exemplo, Herscovics & Kieran, 1980, referido por Kieran, 2006). 
Na perspectiva de Mason, Graham e Johnston-Wilder (2005) o reconhecimento 
de que expressões com diferentes aspectos podem representar genericamente um mesmo 
padrão ou uma mesma propriedade numérica pode, também, levar o aluno a sentir a 
necessidade de manipular essas expressões com significado. Estes autores, referem ain-
da, como exemplo, que a tentativa de determinar as coordenadas do ponto de intersec-
ção dos gráficos de duas funções, lidando com as suas expressões, pode constituir uma 
situação em que a manipulação algébrica tem um objectivo definido e uma utilidade. 
Numa fase inicial, os alunos podem manifestar diversas dificuldades em lidar 
com expressões algébricas, como as que já foram referidas neste texto, principalmente 
quando não conseguem atribuir-lhes significado, interpretar o papel da simbologia nelas 
incluída ou vê-las como representantes de um determinado procedimento. De acordo 
com Wagner, Rachlin e Jensen (1984, referido por Kieran, 2006), por vezes, é mais 
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difícil para os alunos atribuir significado a expressões algébricas, do que, propriamente, 
a equações. Daí que, alguns deles, sejam tentados a acrescentar-lhes “= 0”, transfor-
mando-as numa equação que, em seguida, podem tentar resolver. 
Contudo, de acordo com Kaput (1999), a manipulação de símbolos algébricos 
sem qualquer preocupação com o que possam representar, também é um aspecto do 
pensamento algébrico a desenvolver. A manipulação algébrica, guiada unicamente pela 
consistência interna da Álgebra, goza de uma autonomia que permite a libertação plena 
dos referentes a que os símbolos podem estar associados. Esta manipulação de “forma-
lismos opacos”, como os designa o autor, permite a realização de um trabalho no inte-
rior da própria Matemática. No entanto, este tipo de actividade sobre os símbolos não 
implica a perda da compreensão desde que sejam desenvolvidas, sobre eles, operações 
significativas. 
2.4.2. Equações do 1.º grau com uma incógnita 
Uma equação caracteriza-se, essencialmente, pela presença de uma igualdade. 
Este símbolo pode constituir um primeiro obstáculo para os alunos, caso o observem 
como um sinal indicador da obtenção de uma determinada resposta e não como uma 
relação de equivalência entre os seus dois membros. Esta situação é visível quando sen-
tem dificuldade em aceitar a validade de expressões como 4 + 3 = 6 + 1 ou 3 = 3 (Kie-
ran, 1992). A visão deste símbolo como indicador da obtenção de uma resposta não 
coloca problemas ao aluno na resolução de equações como 2 + 4 = x ou 3x + 2 = 8, mas 
o seu entendimento como uma relação de equivalência é essencial para a resolução de 
equações mais complexas. O estudo desenvolvido por Kieran (1981), com alunos entre 
os 12 e os 13 anos, envolve a escrita de identidades aritméticas, com vista à extensão do 
significado do sinal “=”. De acordo com Knuth, Stephens, McNeil e Alibali (2006), um 
estudo desenvolvido com 177 alunos da middle school nos Estados Unidos, mostra que 
os alunos que entendem o sinal de igual como um sinal relacional de equivalência têm 
mais sucesso na resolução de equações do que os que não o conseguem fazer. 
Filloy e Rojano (1989) distinguem dois tipos principais de equações do 1.º grau 
com uma incógnita: (i) as “de tipo aritmético”, que podem ser escritas na forma 
ݔ േ ܽ ൌ ܾ ou ܽݔ േ ܾ ൌ ܿ, e (ii) as “de tipo algébrico”, que podem ser escritas na forma 
ܽݔ ൅ ܾ ൌ ܿݔ ou ܽݔ ൅ ܾ ൌ ܿݔ ൅ ݀. O que distingue principalmente estes dois tipos de 
equações é a presença da incógnita num membro ou em ambos. Este facto leva a que as 
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primeiras equações possam ser resolvidas por métodos meramente aritméticos, enquan-
to as segundas exigem o uso de métodos de resolução mais formais. Estes autores refe-
rem que entre estes dois tipos de equações existe, para os alunos, um acréscimo de difi-
culdade bastante acentuado que designam, no texto original, por ‘didactical cut’. Embo-
ra concordem que existe uma demarcação entre os dois tipos de equação, Pirie e Martin 
(1997) consideram que esta ‘dificuldade’ também é fruto de estratégias de ensino inade-
quadas com que a resolução de equações é abordada. Brizuela e Schliemann (2003) cor-
roboram a ideia de que a abordagem curricular utilizada assume um papel de importân-
cia primordial. As autoras defendem que se as práticas lectivas promovem, desde cedo, 
o desenvolvimento da notação algébrica, por parte dos alunos, estes podem obter bons 
desempenhos, mesmo na resolução de equações mais complexas, como acontece com os 
alunos do 4.º ano que integram o estudo a que se reportam. 
No que diz respeito à resolução de equações, Kieran (1992) refere alguns méto-
dos anteriormente identificados, no âmbito da investigação em educação matemática, 
que são utilizados pelos alunos na resolução de equações do 1.º grau: 
(i) Uso de factos numéricos, que são colocado em jogo, por exemplo, quando um 
aluno aponta a solução 3 para 5 + n = 8 por se recordar de que 5 + 3 = 8. 
(ii) Uso de técnicas de contagem, que permitem compreender que, na equação ante-
rior, são contados 3 números inteiros depois de 5, até se obter o número 8. 
(iii) “Cobertura” (no original, cover-up), que consiste em compreender, numa equa-
ção como 6x = 2x + 4 que 4x = 4 porque 2x + 4x = 6x. 
(iv) Inversão das operações (no original, undoing), que consiste em efectuar todas as 
operações inversas pela ordem inversa, até encontrar o valor inicial de onde se 
partiu. Isto significa entender uma equação como 2x + 3 = 11 como uma suces-
são de duas operações que foram efectuadas em relação a x: primeiro a multipli-
cação por 2 e depois adição de 3 unidades, que permitiu obter o valor 11. A 
resolução por este método passa por subtrair 3 unidades a 11 e, em seguida, 
dividir o valor obtido por 2. 
(v) Substituição por tentativa e erro, até que o valor testado permita obter uma pro-
posição verdadeira. 
(vi) Transposição, que consiste em deslocar termos de um membro para o outro, tro-
cando a operação que é efectuada pela operação inversa. 
(vii) Execução da mesma operação em ambos os membros, por aplicação formal dos 
princípios de equivalência de equações. Estes princípios consistem na possibili-
dade de adicionar, subtrair, multiplicar e dividir ambos os membros por um 
número (diferente de zero para as duas últimas operações), sendo sugeridos 
pelas propriedades dos números reais (Chazan & Yerushalmy, 2003). 
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Os três primeiros métodos descritos por Kieran (1992) são considerados mais 
informais, ao contrário dos dois últimos que requerem um maior grau de formalização. 
O método que consiste na execução da mesma operação nos dois membros é o mais 
complexo para os alunos uma vez que implica a operação sobre a própria estrutura da 
equação. Por outro lado, o método da transposição pode levar os alunos a manipular 
cegamente uma equação, sem terem consciência das operações que justificam a validade 
das suas acções. 
Kieran (1981) defende que, para que o aluno compreenda os processos mais 
formais de resolução de equações, precisa de entender que os seus membros contêm 
expressões algébricas equivalentes e que cada equação pode ser substituída por uma 
equação equivalente, isto é, com o mesmo conjunto solução. 
A resolução de equações do 1.º grau possíveis e determinadas, pode contribuir 
para que os alunos interpretem a letra utilizada como incógnita, já que existe apenas um 
número que a transforma numa proposição verdadeira. Este facto só sofre alterações 
quando os alunos tomam o primeiro contacto com equações do 1º. grau impossíveis, 
possíveis e indeterminadas, ou de grau superior ao 1.º. 
Diversos estudos têm identificado algumas dificuldades sentidas pelos alunos no 
âmbito da resolução de equações. Kieran (2006) refere o facto de os alunos, por vezes, 
ignorarem o sinal que precede dois termos que vão ser combinados, adicionando incor-
rectamente os coeficientes dos termos e afirmando, por exemplo, –2x + 5x = 8 será 
equivalente a –7x = 8. Kieran (1992) refere também outros dois erros comuns quando se 
trata da resolução de equações que envolvem adições e subtracções, designados por 
“redistribuição” e “troca de membros” (no original, redistribution e switching addends): 
o primeiro envolve a adição de quantidades com sinais contrários a cada um dos mem-
bros de uma equação; o segundo consiste na troca de membro de um determinado ter-
mo, sem atender à correspondente alteração da operação envolvida. Um outro erro, des-
crito pela autora, consiste na eliminação de algum elemento baseada na generalização 
de uma certa operação matemática, válida numa determinada situação, para casos em 
que ela não é aplicável. Este erro ocorre quando um aluno escreve 3x + 5 = 2x – 3 como 
equivalente a x + 5 = 2x ou ainda 3x – 3 = 2x – 4 como equivalente a x = 2x – 4. 
Os erros cometidos pelos alunos na resolução de equações podem estar relacio-
nados com o tipo de abordagem que é utilizada durante a leccionação deste conceito. 
Lima e Tall (in press) reportam um estudo desenvolvido com alunos entre os 15 e os 16 
anos, de escolas públicas e privadas do Brasil, ensinados a resolver equações pelo 
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método que consiste na execução de um mesmo procedimento nos dois membros da 
equação, mantendo a equivalência. No entanto, o estudo revela que uma grande parte 
dos alunos prefere resolver as equações que lhes são propostas pelo método da transpo-
sição. As suas resoluções baseiam-se em regras válidas e noutras inválidas. Um dos 
aspectos identificados nos desempenhos dos alunos neste estudo é a dificuldade em 
terminar a resolução de uma equação. Por exemplo, os alunos escrevem: 
3x – 1 = 3 + x ⇔ 3x – x = 3 + 1 ⇔ 2x = 4 
E terminam a resolução da equação, incorrectamente, de um dos seguintes 
modos: 
i) x = 4 – 2   ii) x = 4
–2
   iii) x = 24  
Vlassis (2001) descreve um estudo desenvolvido com alunos entre os 13 e os 14 
anos, também com contacto formal anterior com a Álgebra. A estratégia de ensino usa-
da baseia-se no modelo da balança, mas estendido, de modo a possibilitar a utilização de 
números negativos. Equações como 4 – x = 5, causam, por vezes, aos alunos, alguma 
surpresa, por não ser evidente o modo como subtraindo um número a 4 se possa obter 
um número maior. Com a abordagem descrita neste estudo, é possível identificar diver-
sos desempenhos bem sucedidos dos alunos na resolução de equações como esta. Por 
outro lado, o autor refere a dificuldade sentida pelos alunos na resolução de equações do 
tipo – x = 4, dado que, à semelhança do que sucede com os números inteiros, após o 
sinal “–” é habitual a presença de um número natural. Assim, ao transpor esta ideia para 
a equação e ao tomar x como se fosse um número natural é difícil para o aluno aceitar a 
ideia de que – x possa ser igual a 4. 
A lista de interpretações incorrectas efectuadas por alunos quando resolvem 
equações não pretende ser exaustiva. Importa, sobretudo, que o professor esteja alerta 
para a possibilidade da ocorrência de atitudes, tendo em conta que estas podem estar 
relacionadas como o modo como interpretam as experiências vividas nas suas aulas. 
2.4.3. Equações literais 
Chazan e Yerushalmy (2003) analisam a resolução de equações com mais do 
que uma variável e colocam diversas questões a propósito desta temática. Os autores 
Explorando relações funcionais no 8.º ano 
39 
referem que um ponto essencial relativamente a este tipo de equações é o facto, ao isolar 
uma das variáveis, se alterar significativamente o modo como a equação em causa é 
vista e interpretada. Transformar uma equação da forma ax + by = c numa equação da 
forma y = mx + b, através da correcta aplicação dos princípios de equivalência, não alte-
ra a relação entre as variáveis. As duas expressões podem até ser equivalentes mas, na 
primeira, temos uma função implícita, que só se torna explícita após a referida trans-
formação. 
Qualquer equação linear com duas variáveis pode ser reescrita, de modo equiva-
lente, como uma função linear de uma variável e este facto pode ter utilidade para a 
construção da sua representação gráfica. No entanto, esta alteração da forma implícita 
para a forma explícita pode trazer dificuldades ao aluno devido à alteração dos papéis 
desempenhados pelas variáveis e até ao papel desempenhado pelo sinal de igual. Se a 
variável isolada é y, então x passa a ser a variável independente e y a dependente, que 
resulta dos procedimentos indicados no outro membro da equação. 
Os autores questionam ainda, como se pode levar os alunos a dar 
valor/importância ao acto de isolar uma variável, de modo a que se sejam capazes, por 
exemplo, de produzir gráficos. No quadro seguinte, são sintetizados os modos como 
podem ser interpretadas as características de duas equações literais equivalentes. 
 
Quadro 1. Características de duas equações literais equivalentes. 
 
 25x + 0,05y = 100 y = 20 (100 – 25x) 
Descrição Equação (função implícita). Função explícita. 
Letras 
x e y representam números des-
conhecidos. 
Não existe relação de depen-
dência entre x e y. 
x é uma variável independente, que toma 
um conjunto de valores de um conjunto 
específico. 
y é a variável dependente, cujos valores 
são determinados a partir dos valores de 
x. 
Sinal 
Igual 
Simétrico – Nomes diferentes 
para um mesmo número. 
Assimétrico – y ou f (x) é o nome para o 
resultado dos cálculos efectuados pelo 
processo f, aplicado ao objecto x. 
(Chazan & Yerushalmy, 2003, p. 128) 
 
De acordo com Marcus e Chazan (2005), a resolução de equações do 1.º grau 
com uma incógnita também tem diferenças significativas relativamente à resolução de 
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equações literais. À ideia que os alunos têm frequentemente, de isolar a incógnita, como 
uma etapa a percorrer para a sua resolução de uma equação, pode corresponder a tenta-
tiva de resolver em ordem a uma das variáveis, isolando-a, numa equação literal. No 
entanto, este procedimento tem consequências diferentes nos dois tipos de equação. Nas 
equações literais em vez de possibilitar a obtenção de um valor numérico específico 
como solução (quando esta existe), leva à obtenção de uma expressão algébrica que não 
faz parte, em si mesma, do conjunto solução da equação, embora possa possibilitar a 
obtenção de pares ordenados que façam parte do mesmo. 
A construção dos conceitos algébricos fundamentais é um processo complexo 
que envolve questões delicadas para muitos alunos: as distintas interpretações da simbo-
logia algébrica, a necessidade de respeitar as regras sintácticas da Álgebra, a formulação 
de generalizações e a sua expressão de forma adequada ou a resolução de problemas 
envolvendo variáveis. A própria natureza da actividade algébrica a desenvolver e as 
estratégias mais habituais de actuação em diversos domínios podem ganhar novos signi-
ficados noutras situações. É o que sucede quando se simplificam expressões algébricas, 
resolvem equações do 1º. grau com uma incógnita ou mesmo equações literais. No 
entanto, são apontadas diversas potencialidades a estratégias de ensino que contribuam 
para possibilitar uma aprendizagem da Álgebra com sentido. As estratégias de ensino 
que possam ser propostas para apoiar os alunos na construção de conceitos algébricos 
terão sempre pontos fortes e pontos fracos. No entanto, importa que o professor, ilumi-
nado pelos conhecimentos produzidos pela investigação já desenvolvida, defina as suas 
próprias formas de actuação, adequadas ao seu contexto profissional, proporcionando 
aos alunos experiências significativas. 
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Capítulo 3 
Proposta Pedagógica 
O presente estudo visa identificar eventuais contributos de uma unidade de ensi-
no que valoriza o trabalho exploratório e investigativo para o desenvolvimento do pen-
samento algébrico dos alunos. Dada a relevância que a proposta pedagógica assume, 
procuro, neste capítulo, explicitar as ideias fundamentais que sustentam a estratégia 
curricular que adoptei. 
3.1. Enquadramento curricular e objectivos 
Esta proposta pedagógica destina-se a alunos do 8.º ano e contempla o estudo de 
diversos tópicos do Plano de Organização do Ensino-Aprendizagem: i) “Sequências de 
números”, do capítulo “Ainda os Números”; ii) o capítulo “Funções”; e iii) “Equações 
do 1.º grau”, do capítulo “Equações” (ME-DGEBS, 1991). A leccionação destes tópicos 
por esta ordem foi motivada, em primeiro lugar, pelos alunos a quem a proposta se des-
tinava. Embora só os tivesse conhecido no início do ano lectivo e, como tal, não conhe-
cesse pormenorizadamente as suas experiências anteriores, o trabalho que desenvolvi 
com eles, ao longo do 1.º período deu-me uma perspectiva global sobre o seu desempe-
nho. Além disso, pelas conversas informais que mantive com diversos alunos fui-me 
apercebendo de que os seus percursos escolares eram diversificados, uma vez que 
alguns deles provinham de turmas (e escolas) diferentes ou tinham chegado recentemen-
te de países estrangeiros. 
Com base na observação das aulas constatei que, na generalidade, os alunos da 
turma tinham um aproveitamento fraco, revelando dificuldades mais acentuadas quando 
as tarefas propostas apelavam a conhecimentos anteriores. Deste modo, considerei prio-
ritário clarificar os aspectos essenciais do início da Álgebra, para que todos tivessem 
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oportunidade de vir a ser bem sucedidos nos aspectos mais complexos previstos no pro-
grama. 
Influenciada pela revisão da literatura, que tinha iniciado e pelas orientações cur-
riculares para o ensino da Álgebra comecei por definir uma estratégia cujo objectivo 
principal fosse o desenvolvimento do pensamento algébrico A exploração de relações 
funcionais pareceu-me ser um percurso possível, porque permite o estabelecimento de 
relações entre variáveis, a procura de padrões e regularidades e a formulação de genera-
lizações, podendo proporcionar, também, a utilização da linguagem algébrica com com-
preensão. Considerei que o início da unidade de ensino com a leccionação dos temas 
“Sequências de Números” e “Funções” tornaria possível a concretização desta estraté-
gia, sem comprometer o cumprimento do programa, por permitir realizar um trabalho 
preliminar que abriria caminho ao estudo formal das equações. Esta sequência temática 
encontrava-se bastante próxima da planificação da escola, pelo que foi necessário fazer 
apenas alterações pontuais, com a concordância dos restantes professores do grupo. As 
tarefas propostas incluem igualmente oportunidades para o desenvolvimento dos aspec-
tos da competência matemática enunciados no Currículo Nacional do Ensino Básico 
(ME-DEB, 2001). A planificação detalhada da unidade encontra-se no Anexo 1. 
O objectivo principal da proposta pedagógica é a promoção do desenvolvimento 
do pensamento algébrico, com base na exploração de relações funcionais. A proposta 
tem, como objectivos específicos, o desenvolvimento das capacidades de: 
 
• Identificar e descrever padrões e regularidades, em situações em que 
exista variação e formular generalizações; 
• Representar e analisar relações funcionais através de tabelas e gráficos 
ou usando linguagem algébrica; 
• Atribuir significado às expressões algébricas e lidar eficientemente 
com a linguagem algébrica, quando utilizada em diferentes contextos 
e com diferentes finalidades: como instrumento de generalização, 
como argumento de funções e como incógnita na resolução de pro-
blemas e equações. 
3.2. Concretização 
Em seguida, descrevo as actividades que foram desenvolvidas neste período, as 
tarefas propostas, o modo como organizei o trabalho na aula e a avaliação. 
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3.2.1. Actividades desenvolvidas 
A realização desta unidade de ensino decorreu entre 27 de Janeiro e 26 de Abril 
de 2006, ao longo de 16 aulas de 90 minutos, distribuídas do modo que se segue: 
 
Quadro 2. Actividades realizadas na unidade de ensino. 
 
Aula Tarefas desenvolvidas N.º Blocos Total Tema 
1 Tarefa 1 - “Voo em V” e discussão geral; 1 
3,5 
Sequências 
 
de 
 
Números 
2 Tarefa 2 - “Observando a variação” e 
discussão geral; 
Manual escolar; 
1,5 
3 
Tarefa 3 - “O que escondem os gráfi-
cos?” e discussão geral; 1 
4 
Tarefa 4 - “Gasóleo em promoção - 
1” e discussão geral; 1 
3 Funções 
5 
Ficha de avaliação intermédia 1; 
Correcção; 0,5+0,5 
6 
Tarefa 5 - “Gasóleo em promoção - 
2” e discussão geral; Manual escolar; 1 
7 
Tarefa 6 - “Passeio a pé”; 
Reformulação; 1 
8 
Tarefa 7 - “As gémeas misteriosas” e 
Discussão geral; 1,5 
3 
Equações 
com 
parêntesis e 
denominadores
9 
10 Manual escolar - resolução de pro-
blemas e equações; 1,5 
11 
Esclarecimento de dúvidas; 
Teste de avaliação; 0,5+1 12 
13 Tarefa 8 - “Um muro no jardim”; 1 
3 Equações Literais 14 
Reformulação; 
Discussão geral; 1 
15 Manual escolar; 1 
16 Ficha de avaliação intermédia 2; Correcção. 0,5+0,5 3,5 Avaliação 
   16 Total 
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A calendarização dos momentos formais de avaliação foi previamente acordada 
com os alunos, de modo a que não coincidissem com as avaliações de outras disciplinas. 
Deste modo, a primeira ficha de avaliação intermédia não foi realizada logo no final do 
tema “Sequências de Números”. É de notar que os subtotais indicados na terceira coluna 
da tabela anterior dizem respeito, apenas, às aulas efectivamente leccionadas, por tema: 
3,5 blocos para “Sequências de Números”, 3 blocos para o capítulo “Funções”, 3 blocos 
para “Equações do 1.º grau com parêntesis e denominadores” e 3 blocos para “Equações 
Literais”. As actividades formais de avaliação e de esclarecimento de dúvidas colocadas 
pelos alunos, sublinhadas na tabela, estão contabilizadas na categoria “Avaliação”, que 
ocupa, no total, 3,5 blocos. 
A planificação anual da escola previa um total de 11 blocos para os três temas 
abordados nesta unidade de ensino: “Sequências de Números”, 1 bloco; “Funções”, 6 
blocos; “Equações do 1.º grau”, 4 blocos. Assim, o tempo total efectivamente gasto na 
realização das actividades previstas nesta proposta – 12,5 blocos – causou um ligeiro 
atraso que, no entanto, acabou por não comprometer o cumprimento do programa. Este 
atraso justificou-se, sobretudo, pelas dificuldades manifestadas pela generalidade dos 
alunos, mas também pela natureza de algumas das tarefas propostas, cuja resolução 
levou mais tempo do que o previsto. Foi o caso das tarefas 6 e 8 em que considerei van-
tajoso dar aos alunos a possibilidade de aperfeiçoar os registos que elaboraram inicial-
mente, mediante a sugestão de algumas questões suplementares. 
3.2.2. Tarefas 
Parte importante de uma proposta pedagógica que visa o desenvolvimento do 
pensamento algébrico, nomeadamente a adopção de novas estratégias de raciocínio e a 
progressiva utilização da simbologia com compreensão, é o conjunto de tarefas que se 
propõem aos alunos. A presente proposta pedagógica não se esgota nas tarefas que aqui 
são apresentadas, incluindo exercícios e problemas que fazem parte do manual adoptado 
na escola para este ano de escolaridade. No entanto, considero que as tarefas que des-
crevo em seguida, incluídas nos Anexos 2 a 9, assumem um papel importante, uma vez 
que, pelo seu carácter aberto podem suscitar diferentes explorações por parte dos alu-
nos. Em todas elas, a exploração de relações funcionais é o fio condutor, que abre cami-
nho à construção de novos conceitos. 
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3.2.2.1. Abordagem exploratória e investigativa 
Esta proposta pedagógica prevê a realização de experiências de aprendizagem de 
natureza diversificada, mas valoriza particularmente uma abordagem de carácter explo-
ratório e investigativo (Ponte, 2004). Assim, inclui um conjunto de tarefas desta nature-
za que iniciam cada um dos subtemas abordados. A ênfase na abordagem investigativa 
tem sido defendida em educação matemática, por lhe serem apontadas diversas poten-
cialidades: (i) o contributo que dá para a construção de uma visão mais completa da 
Matemática, dado ser uma parte essencial da actividade que lhe é inerente; (ii) o estímu-
lo que confere à participação plena do aluno, necessária para que este viva momentos 
significativos de aprendizagem; (iii) o fornecimento de pontos de entrada múltiplos, 
apropriados para alunos com níveis distintos de competência matemática; e (iv) o con-
tributo que dá para o desenvolvimento de um modo holístico de pensamento, que inclui 
o relacionamento de tópicos matemáticos (Oliveira, Segurado, Ponte, & Cunha, 1999). 
A actividade investigativa favorece também a exploração e colocação de ques-
tões pelos alunos, a formulação de conjecturas, o seu teste e reformulação e, por fim, a 
sua justificação e avaliação. A resolução deste tipo de tarefas permite que os alunos 
aprendam enquanto mobilizam os seus próprios recursos cognitivos e afectivos, na per-
seguição de um dado objectivo (Ponte, Brocardo, & Oliveira, 2003). Esta abordagem, 
no início de cada subtema, associada ao fornecimento de um conjunto reduzido de ins-
truções, procura tirar partido da intuição dos alunos, que desencadeiam autonomamente 
o processo de exploração das tarefas, usualmente de um modo informal. No momento 
em que lhes são propostas, estas tarefas constituem uma novidade e um desafio para os 
alunos, aspectos que tendem a favorecer o seu envolvimento. Note-se, no entanto, que a 
proposta pedagógica inclui, ainda, a realização de problemas e exercícios de aplicação, 
maioritariamente retirados no manual escolar em uso, tendo em vista a consolidação de 
conhecimentos. 
3.2.2.2. Concepção 
A concepção das tarefas foi um período importante no planeamento deste traba-
lho de investigação, exigindo a tomada de algumas decisões. A opção por privilegiar a 
resolução de tarefas exploratórias e investigativas foi acompanhada pela opção por tare-
fas que incluíssem situações inspiradas na realidade e situações interiores à própria 
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Matemática. Em qualquer dos casos, seleccionei tarefas que me pareceram suficiente-
mente claras, podendo ser compreendidas, à partida, por todos os alunos. Para além dis-
so, procurei que fossem suficientemente apelativas para que estes se motivassem e 
envolvessem verdadeiramente na sua resolução. Nestas tarefas, a identificação e descri-
ção de padrões e regularidades e a procura frequente da generalização e da sua expres-
são de um modo cada vez mais formal teve sempre em vista o desenvolvimento do pen-
samento algébrico. 
As tarefas 1, 4, 5 e 8 foram inspiradas em materiais publicados no âmbito do 
projecto Mathematics in Context, reflectindo alguns dos princípios subjacentes à Educa-
ção Matemática Realista, desenvolvida na Holanda pelo Instituto Freudenthal (Kindt et 
al., 2006; Wijers et al., 2006). A tarefa 6 foi inspirada no trabalho descrito por Driscoll 
(1999) relativo a um projecto realizado sobre o desenvolvimento do pensamento algé-
brico. As restantes tarefas foram elaboradas tendo por base a minha experiência anterior 
com manuais escolares portugueses do 8.º ano de escolaridade. 
Nas aulas, o manual adoptado foi utilizado por diversas vezes, quer na resolução 
de tarefas complementares, quer como um instrumento de sistematização dos principais 
conceitos e propriedades, relativos aos temas em estudo. Esta utilização foi particular-
mente visível durante o estudo da função afim. 
3.2.2.3. Descrição 
Sequências de Números. Este tema dá início à unidade de ensino e inclui a reso-
lução de três tarefas. As duas primeiras envolvem a exploração de padrões em sequên-
cias associadas a representações geométricas e em sequências numéricas, com diversos 
graus de dificuldade. Na tarefa 1, “Voo em V”, o estudo da sequência apresentada pode 
levar ao reconhecimento dos números ímpares. Esta é uma situação em que não existe 
proporcionalidade directa entre o número de pontos de cada figura e a respectiva ordem. 
No entanto, o seu grau de dificuldade não é muito elevado, pelo que a considerei ade-
quada para integrar uma primeira tarefa. Trata-se, assim, de uma oportunidade para que 
os alunos comecem a sentir-se mais à vontade na generalização de padrões, recorrendo, 
ou não, ao uso da linguagem formal da Álgebra. 
Outro objectivo previsto no Plano de Organização do Ensino-Aprendizagem 
(ME-DGEBS, 1991) é o de que os alunos ganhem familiaridade com sequências sim-
ples de números, como divisores, múltiplos, quadrados, cubos ou potências. Este traba-
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lho é efectuado com base na tarefa 2, “Observando a variação”. Nesta tarefa os alunos 
lidam com situações em que a relação funcional pode ser traduzida por uma expressão 
do 1.º grau (sequências lineares) e situações onde isso não acontece (sequências não 
lineares): 
 
Quadro 3. Classificação das sequências – Tarefa 2 – Questão 1. 
 
Números naturais 
Sequências lineares Números pares Números ímpares 
Múltiplos de três 
Quadrados perfeitos 
Sequências não lineares Cubos perfeitos Potências de base 2 
Potências de base 5 
 
Quando resolvem esta tarefa, os alunos trabalham também com sequências onde 
é possível encontrar facilmente uma relação de correspondência entre as variáveis e 
outras em que a relação de covariação e a construção recursiva é mais útil e intuitiva. 
Mais uma vez surgem oportunidades para a generalização de padrões, cuja expressão 
deverá ser feita de um modo cada vez mais formal. Em ambas as tarefas são resolvidas 
equações simples relacionadas com a procura de ordens e termos que pertençam a cada 
uma das sequências.  
A tarefa 3, “O que escondem os gráficos?”, é uma extensão da tarefa anterior. 
Uma vez que não é fácil, nesta escola, aceder a uma sala com computadores ou calcula-
doras gráficas e proporcionar aos alunos o uso de tecnologia delineei uma estratégia 
alternativa para promover o desenvolvimento deste tipo de representação. Numa primei-
ra fase, no âmbito da tarefa 2, os alunos elaboram as representações gráficas das 
sequências, usando papel quadriculado. Posteriormente, de modo a não tornar o trabalho 
demasiado moroso, apresento-lhes esta folha que inclui diversos gráficos onde estão 
representados os dez primeiros termos de cada uma das sequências. Uma vez que a 
escala, em cada um deles, está pouco explícita é necessário que os alunos procurem 
regularidades e estimem os valores que correspondem a cada termo, para que consigam 
associar os gráficos à sequência numérica respectiva. Neste tema colocam-se em jogo a 
utilização da letra como número generalizado e como incógnita, na resolução de equa-
ções simples. 
Funções. Este tema é introduzido por duas novas tarefas que envolvem relações 
entre variáveis, mas agora no caso geral em que a variável independente é contínua. Nas 
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tarefas 4 e 5, “Gasóleo em promoção”, os alunos exploram uma primeira situação onde 
existe uma relação de proporcionalidade directa entre as variáveis e, em seguida, uma 
outra onde essa relação deixa de existir devido a um desconto. Em ambas são trabalha-
das as diferentes formas de representação das relações funcionais, a alternância entre 
esses tipos de representação e as potencialidades de cada um deles. As duas funções 
modelam matematicamente duas situações da realidade. No entanto, na segunda situa-
ção, há um intervalo para o qual o modelo deixa de fazer sentido na realidade, uma vez 
que para um reduzido número de litros o valor do desconto seria superior ou igual ao 
valor recebido pela venda do gasóleo. Só após a resolução desta tarefa formalizo a defi-
nição de função e os conceitos de domínio e contradomínio, objecto e imagem, fazendo 
a associação permanente com estas situações. São também analisados aspectos como a 
monotonia das funções e sistematizados os aspectos mais formais relativos à função 
afim. O recurso ao manual permite também a resolução de tarefas habituais neste capí-
tulo como, por exemplo, a análise de correspondências que não são funções. 
A tarefa 6, “Passeio a pé”, diz respeito à interpretação de gráficos distân-
cia-tempo e à elaboração de uma história que possa ser representada pelos gráficos. 
Neste caso, em particular, os alunos devem ter em conta os quatro gráficos em simultâ-
neo, o que traz um desafio acrescido. É possível explorar intuitivamente, com base nesta 
tarefa, a relação entre a velocidade e a inclinação da recta que descreve o seu movimen-
to. Embora se recorra ao uso da letra como número generalizado e como incógnita, a 
ênfase, neste tema, encontra-se na utilização da letra como variável e na noção de 
dependência. 
Equações do 1.º grau. Por fim, as duas últimas tarefas aprofundam o estudo de 
“Equações do 1.º grau”, já iniciado no 7.º ano de escolaridade e revisitado a propósito 
dos temas anteriores, alargando-o à resolução de problemas e equações com denomina-
dores. A tarefa 7, “As gémeas misteriosas” pretende fazer uma introdução ao estudo 
deste tipo de equações, numa perspectiva funcional. As primeiras questões sugerem a 
concretização, em casos particulares, das condições descritas no enunciado e a sua pos-
terior generalização. Deste modo, cria-se maior sentido para as variáveis, preparando a 
resolução do problema proposto no final da tarefa. 
A tarefa 8, “Um muro no jardim”, introduz o estudo das equações literais, tam-
bém numa perspectiva funcional. Esta é uma oportunidade para que o aluno parta da 
exploração da situação em que se que utilizam tijolos amarelos, generalize e construa 
uma fórmula que relacione as três variáveis. A fórmula pode ser entendida como uma 
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equação literal que surge, pela primeira vez, a partir da actividade investigativa desen-
volvida e é vista como a generalização de uma relação entre mais do que duas variáveis. 
Após este momento inicial, sustentado pelo contexto da situação explorada pelo aluno, 
surge a resolução destas equações em ordem a uma das variáveis. Esta resolução poderá 
ocorrer de um modo bastante informal e intuitivo, abrindo caminho à posterior formali-
zação. Nesta fase são predominantemente visíveis a utilização da letra como incógnita e 
como número generalizado. 
3.2.3. A aula 
Sendo certo que as tarefas assumem um papel fundamental na dinâmica que se 
gera em cada momento, o modo como esta decorre depende também de outros aspectos. 
Em seguida, descrevo a forma como procurei organizar o trabalho em cada aula e as 
discussões gerais que se geraram, por me parecerem momentos importantes de partilha, 
discussão, clarificação e construção de novos conceitos. 
3.2.3.1. Organização do trabalho 
A organização prevista para o trabalho dos alunos teve sempre em conta os 
objectivos a atingir em cada aula e a dinâmica que pretendia gerar, em cada momento. 
Assim, as tarefas com carácter mais aberto e exploratório são, em geral, resolvidas em 
pares ou, por vezes, em pequenos grupos de três elementos. No caso desta turma, os 
grupos foram formados por mim, no início do 2.º período, tendo existido, por vezes, 
alterações à sua composição devido a ausências pontuais de alunos. 
Optei por propor a resolução das tarefas 3 e 6 em grupos de quatro alunos, dado 
ser esta a organização que considerei mais adequada à sua natureza. A primeira destas 
tarefas consiste na interpretação de gráficos de sequências em que é necessário estimar 
alguns valores e a outra na elaboração de uma história que se possa adequar, em simul-
tâneo, a quatro gráficos apresentados. Privilegio o trabalho em pequeno grupo, dada a 
riqueza das discussões entre os alunos que estas tarefas tendem a gerar. A multiplicida-
de de estratégias possíveis possibilita a troca de ideias e o desenvolvimento das capaci-
dades de comunicação e argumentação. Estas capacidades são colocadas em uso, não só 
na interacção com os pares, como também na discussão efectuada em grande grupo. 
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Procuro que existam, ainda, momentos de trabalho individual, principalmente na 
resolução de tarefas que visam a consolidação de conhecimentos. Mesmo neste caso, 
quando os alunos terminam o seu trabalho, devem trocar ideias com os seus pares e 
comparar as suas resoluções, preparando o momento da discussão. 
Durante a realização das tarefas os alunos fazem registos escritos do seu trabalho 
para organizarem o seu raciocínio e se apoiarem no momento da discussão geral. Na 
unidade de ensino, viria a verificar-se que em duas das tarefas, a análise dos registos 
escritos dos alunos suscitou, da minha parte, a necessidade de formular questões especí-
ficas sobre o trabalho de cada grupo. Estas permitir-lhes-iam, nas aulas seguintes, pro-
ceder à reorganização destes registos e ir um pouco mais além nas suas explorações. 
3.2.3.2. Discussões gerais 
As aulas (ou conjuntos de aulas) em que foram desenvolvidas as tarefas previs-
tas na proposta pedagógica foram organizadas em três fases: (i) a proposta da tarefa aos 
alunos, (ii) o trabalho realizado pelos alunos, e (iii) e um momento de discussão com 
toda a turma dos resultados obtidos (Ponte, Brocardo, & Oliveira, 2003). 
A discussão geral foi um dos momentos mais significativos das aulas em que se 
concretizou a proposta pedagógica. Nestas discussões, os alunos partilhavam as suas 
estratégias de resolução com os colegas e procuravam compreender as resoluções de 
outros alunos ou grupos. A troca de ideias e a confrontação de estratégias distintas per-
mitia enriquecer estes momentos, que eram, simultaneamente, espaços privilegiados 
para: (i) o esclarecimento de dúvidas; (ii) a clarificação de aspectos menos conseguidos; 
(iii) a correcção de erros cometidos; (iv) a sistematização de conclusões e conceitos 
fundamentais em cada tema; e, finalmente, (v) a construção de novo conhecimento. 
A discussão geral era realizada, preferencialmente, no final da resolução de uma 
tarefa ou de um grupo de tarefas. No entanto, quando vários alunos manifestavam dúvi-
das a respeito de um determinado aspecto, considerei ser benéfica, para toda a turma, a 
interrupção do trabalho e a realização de uma discussão intermédia de uma ou duas 
questões. Isto permitia que, após esse momento, todos pudessem prosseguir na resolu-
ção sem que existissem atrasos significativos que prejudicassem o desempenho dos alu-
nos com mais dificuldades. 
A diversidade das tarefas incluídas nesta proposta pedagógica, com ênfase parti-
cular nas tarefas de natureza exploratória e investigativa, a organização do trabalho na 
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aula e a realização de discussões com toda a turma sobre cada uma das tarefas propor-
cionaram, aos alunos, a vivência de experiências de aprendizagem diversificadas. Para 
além disso procuraram promover o desenvolvimento de competências gerais e transver-
sais, previstas nos documentos curriculares em vigor (ME-DEB, 2001). Independente-
mente da metodologia de trabalho adoptada em cada momento, o meu papel enquanto 
docente foi o de orientadora da actividade desenvolvida pelos alunos, lançando questões 
que os fizessem prosseguir o seu trabalho e moderando as discussões geradas. O aluno 
assumiu, na maior parte dos casos, um papel central, enquanto agente da sua própria 
aprendizagem. 
3.2.4. Avaliação 
Todo o trabalho desenvolvido nesta proposta teve características semelhantes ao 
que foi desenvolvido com os alunos, desde o início do ano lectivo. A avaliação (Anexo 
1) não foi excepção, contemplando os diferentes modos de trabalho utilizados na aula. 
Esta procurou também ser coerente com o trabalho desenvolvido ao longo da unidade 
de ensino e simultaneamente respeitar os critérios definidos pelo conselho pedagógico 
da escola. O empenho dos alunos na aula, a sua participação oral, a capacidade de 
argumentação em favor de uma determinada posição, a realização de trabalhos de casa e 
o comportamento foram parâmetros observados e avaliados no domínio “atitudes”. Para 
além disso, como instrumentos de avaliação, foram considerados o teste de avaliação 
individual e duas tarefas de avaliação intermédia resolvidas em pares (Anexos 10 a 12). 
O trabalho de grupo resultante da tarefa 6, “Passeio a pé” e a resolução em pares da 
tarefa “Um muro no jardim”, cujos registos escritos foram analisados e comentados, 
deram-me informações mais precisas sobre os desempenhos dos alunos. Os relatórios 
finais que os alunos elaboraram foram também considerados enquanto instrumentos de 
avaliação. 
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Capítulo 4 
Metodologia 
Neste capítulo discuto as opções metodológicas que sustentam esta investigação, 
descrevo os participantes no estudo, refiro os principais instrumentos de recolha de 
dados e o modo como esta foi efectuada e, por fim, explico a forma como analisei os 
dados. 
4.1. Problematização 
Ao longo do meu percurso profissional contactei com diversos alunos para os 
quais a Matemática se tornou uma área em que sentiam dificuldades que, cada vez mais, 
lhes pareciam intransponíveis. Constatei que, para alguns deles, os primeiros contactos 
com aspectos de natureza algébrica, frequentemente dissociados de uma verdadeira 
compreensão, motivavam graves lacunas, em anos posteriores, prejudicando constante-
mente o seu desempenho nesta disciplina. Por outro lado, o crescente interesse que o 
conceito de pensamento algébrico me tem despertado e a consciência de que o aprofun-
damento do conhecimento, neste domínio, poderia reflectir-se directamente na minha 
prática profissional, motivaram o surgimento de novas interrogações neste âmbito. 
Ao longo do tempo estas interrogações, moldadas dia após dia pelas minhas 
vivências na profissão, foram ganhando forma e solidez. A existência de um cenário que 
não me deixa indiferente, enquanto professora, e a possibilidade que tenho de delinear o 
modo como desenvolvo a minha prática fizeram-me sentir a necessidade de reflectir 
sobre a forma como essa acção pode ter um papel mais ou menos relevante nas aprendi-
zagens dos alunos, nomeadamente no domínio algébrico. 
É neste contexto que surge este trabalho, que estuda o modo como a resolução 
de tarefas com carácter exploratório e investigativo, envolvendo relações funcionais, 
pode contribuir para o desenvolvimento do pensamento algébrico de alunos do 8.º ano 
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de escolaridade. Procura, deste modo, eventuais contributos de uma unidade de ensino 
baseada nesta estratégia curricular nas aprendizagens dos alunos, tendo por base as 
seguintes questões de investigação, analisadas antes e depois da sua leccionação: 
 
i) Que estratégias utilizam os alunos na exploração de situações onde 
existem relações entre variáveis? 
ii) De que forma interpretam e utilizam a linguagem algébrica em dife-
rentes situações? 
 
4.2. Opções fundamentais 
Em seguida, justifico a opção por uma metodologia de índole qualitativa, de 
cunho descritivo e interpretativo, bem como pela realização de estudos de caso. Refiro, 
também, as razões pelas quais desenvolvi uma investigação sobre a minha própria práti-
ca profissional. 
4.2.1. Investigação qualitativa 
Tendo em conta os objectivos desta investigação, optei pela utilização de uma 
metodologia qualitativa, adoptando como perspectiva o paradigma interpretativo (Den-
zin & Lincoln, 1994). Com efeito, observam-se, neste estudo, as cinco características 
principais de uma investigação qualitativa apontadas por Bogdan e Biklen (1994): 
 
i) as atitudes e os comportamentos dos alunos ocorrem porque estão 
inseridos num contexto específico, que é a sala de aula ou, a um nível 
mais lato, a própria escola. Deste modo, a escola é o ambiente em que 
a investigação se desenrola, a turma em estudo é a fonte directa dos 
dados a recolher e a investigadora é o principal instrumento na recolha 
de dados; 
ii) os dados são, essencialmente, registos escritos dos alunos, transcrições 
de entrevistas e o diário de bordo, pelo que serão de natureza essen-
cialmente descritiva e interpretativa; 
iii) ao longo da investigação, procura-se a compreensão do modo como 
os fenómenos decorrem, sendo o processo mais relevante do que os 
produtos finais obtidos; 
iv) a análise dos dados é feita de forma indutiva e exploratória; 
v) é ouvida a voz dos participantes, no sentido de se captarem os seus 
relatos e o seu modo de actuar no contexto em que estão inseridos. As 
perspectivas que os alunos têm sobre os acontecimentos e a com-
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preensão do modo como actuam e raciocinam, ao longo do tempo, 
sobre as situações propostas são aspectos relevantes neste estudo. 
 
Pelo facto de se procurar compreender uma realidade específica e interpretar 
acções e significados, está envolvida alguma subjectividade, inerente ao papel do inves-
tigador (Cohen, Manion, & Morrison, 2000). No entanto, este tipo de investigação reve-
la-se particularmente adequado quando as questões são “formuladas com o objectivo de 
investigar os fenómenos em toda a sua complexidade e em contexto natural” (Bogdan & 
Biklen, 1994, p. 16). O cruzamento da informação proveniente das diversas fontes de 
dados poderá permitir, a uma investigação deste tipo, gerar novos contributos sobre um 
fenómeno tão complexo como o desenvolvimento do pensamento algébrico. 
4.2.2. Estudo de caso 
De acordo com Ponte (2002), “é a natureza das questões formuladas que deter-
mina a natureza do objecto de estudo e dos dados a recolher” (p. 17). Neste caso, em 
particular, a formulação do problema indicia a necessidade de se entender o modo como 
um fenómeno ocorre e as razões que o podem justificar. Por outro lado, tratando-se de 
uma experiência de ensino, é relativamente escasso o controlo que se tem sobre os acon-
tecimentos. Deste modo, a construção de estudos de caso pode ser uma estratégia indi-
cada a seguir (Yin, 1984). De acordo com este autor, um estudo de caso é uma investi-
gação empírica que se debruça sobre um determinado fenómeno no seu próprio contex-
to, quando a fronteira entre ambos é pouco evidente. Este tipo de estudo é desenvolvido 
com o recurso a informações provenientes de múltiplas fontes. 
O estudo de caso, enquanto análise de uma instância particular em acção, pode 
ser útil na medida em que permite ilustrar e compreender aprofundadamente uma ideia 
mais geral (Cohen, Manion, & Morrison, 2000). Embora a proposta pedagógica seja 
concretizada numa turma e todos os alunos sejam participantes, na medida em que 
vivem as experiências que nela estão previstas, tornou-se necessária a identificação de 
um universo de menor dimensão, que permitisse fazer uma análise mais profunda de 
cada uma das questões em investigação. Assim, optei pela construção de dois casos. Em 
cada um deles a unidade de análise é um aluno. A escolha dos alunos decorreu de acor-
do com os seguintes critérios: (i) terem aproveitamento escolar diferente; (ii) posiciona-
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rem-se, de modo distinto, em relação à disciplina de Matemática; e (iii) revelarem dis-
ponibilidade para participar neste estudo. 
Os estudos de caso incluem uma descrição do percurso de cada um dos alunos, 
mas também uma constante reflexão sobre os acontecimentos vividos, à luz das ques-
tões em análise. Através da sua confrontação com outras situações já conhecidas e com 
as teorias já existentes, os estudos de caso podem ajudar a gerar novo conhecimento e 
também novas questões, que originem o desenvolvimento de outras investigações em 
educação (Ponte, 1994). 
4.2.3. Investigação sobre a prática 
Esta investigação envolveu uma das turmas que eu leccionava no ano lectivo 
2005/06. De acordo com Ponte (2002), a investigação sobre a prática pode ter como 
pontos de partida: (i) a necessidade de alterar algum aspecto da prática profissional do 
professor, uma vez reconhecida a necessidade dessa mudança e (ii) a compreensão da 
natureza dos problemas que afectam essa mesma prática, com o intuito de definir uma 
nova estratégia de acção, numa fase posterior. 
Desde o primeiro ano em que leccionei, tenho sentido a necessidade de reformu-
lar aspectos particulares da minha prática, adaptando-a às novas realidades com que me 
deparo, e de reflectir sobre o impacto destas alterações no modo como decorre a apren-
dizagem dos alunos. A realização deste trabalho de investigação surge, também, com o 
objectivo de ir ao encontro de uma das minhas preocupações enquanto professora: o 
facto de muitos alunos, no 8.º ano de escolaridade, aparentemente, sentirem maiores 
dificuldades na disciplina, quando a componente algébrica começa a assumir um papel 
mais determinante. Deste modo, procuro compreender o modo como a vivência das 
experiências previstas numa proposta pedagógica que elaborei pode influenciar o 
desenvolvimento do pensamento algébrico, em alunos do 8.º ano. O trabalho investiga-
tivo, que decorre de um modo mais sistemático e estruturado do que uma simples refle-
xão, vem ao encontro da necessidade que sinto de analisar o papel de uma experiência 
de ensino, directamente relacionada com a minha prática profissional, procurando com-
preender o modo como esta influencia os desempenhos dos alunos. Este processo é, 
necessariamente, acompanhado por um processo reflexivo sobre todos os aspectos que 
envolvem a investigação e a prática profissional, podendo levar à posterior reformula-
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ção de aspectos menos conseguidos que surjam. Durante o período em que decorreu este 
trabalho, exerci, em simultâneo os papéis de professora e investigadora. 
4.3. Participantes 
Nesta investigação foram considerados, como participantes, os alunos de uma 
turma do 8.º ano de escolaridade, da qual foram, posteriormente, seleccionados dois 
deles, cujo desempenho foi objecto de análise em dois estudos de caso. 
4.3.1. A Escola e o meio envolvente 
Esta investigação foi desenvolvida numa escola secundária com 3.º ciclo situada 
numa cidade da área suburbana de Lisboa. À semelhança de outras cidades da periferia 
da capital, trata-se de uma localidade marcada por um acentuado crescimento demográ-
fico, causado, inicialmente, pelo êxodo rural e pelo retorno de muitos cidadãos das 
ex-colónias portuguesas. Nos últimos anos, a chegada de muitos imigrantes de países 
africanos de língua oficial portuguesa e, mais recentemente, do Brasil e de países do 
leste europeu tem sido, também, um contributo importante para este crescimento. O 
ritmo elevado a que a densidade populacional aumentou foi acompanhado pelo desor-
denamento do tecido urbano e pela progressiva deterioração das condições de vida de 
muitos dos seus habitantes. Uma grande parte da população residente exerce a sua acti-
vidade profissional em Lisboa, o que leva a que exista, diariamente, uma forte movi-
mentação, em ambos os sentidos, provocando a sobrelotação dos acessos existentes. 
Embora estejam em curso iniciativas que visam a melhoria da qualidade de vida 
dos habitantes da cidade, a excessiva dependência relativamente à capital e as dificulda-
des existentes relativamente às acessibilidades, reduzem substancialmente o tempo de 
que muitos pais dispõem para se dedicarem aos filhos. 
A escola onde foi desenvolvida esta investigação é um reflexo do meio em que 
está inserida. Com cerca de 180 professores e mais de 1500 alunos, distribuídos pelos 
ensinos básico e secundário, nos regimes diurno e nocturno, a sua população é marca-
damente heterogénea. Muitos alunos vivem em meios familiares pouco estruturados e 
lidam, diariamente, com problemas de ordem económica e social. No ano lectivo em 
que foi desenvolvido este trabalho, existiam, nesta escola, 19 turmas do ensino básico, a 
funcionar no ensino regular diurno: 
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Quadro 4. Número de turmas no ensino básico. 
 
 
Idades N.º de turmas 
7.º Ano 7 
8.º Ano 6 
9.º Ano 6 
TOTAL 19 
 
Existiam, ainda, no ensino diurno, turmas do ensino recorrente e cursos de edu-
cação e formação. Alguns alunos da escola, registavam problemas disciplinares e um 
elevado absentismo, situações que esta sempre procurou minimizar, através do esforço 
colectivo dos diversos conselhos de turma e do conselho executivo. 
Um estudo desenvolvido pela Associação de Defesa do Consumidor (DECO, 
2006), envolvendo 204 estabelecimentos de ensino de todo o país, publicado pela revis-
ta Proteste, no mês de Outubro, revelou que esta escola era vista, por muitos dos seus 
alunos, como um local pouco seguro. No entanto, as medidas de segurança adoptadas 
têm tido um papel importante, no sentido de minorar esta situação. Por outro lado, do 
projecto educativo da escola, em vigor para o triénio 2005-08, faziam parte princípios 
orientadores como a “Igualdade de Oportunidades”, a “Consciência Ecológica” ou a 
“Educação para os Valores”. A sua vivência foi sendo sentida na escola, nomeadamente 
através das diversas actividades curriculares e extracurriculares desenvolvidas, que con-
tribuíram para a existência de um maior dinamismo e de um clima saudável, no seio da 
comunidade escolar. 
4.3.2. A turma 
No início do ano lectivo 2005/06, quando tencionava desenvolver a parte empí-
rica deste trabalho de investigação, fui colocada nesta escola. Constatei que também 
tinham sido colocados seis novos docentes de Matemática que, como eu, se encontra-
vam na escola pela primeira vez. Vim a saber que esta situação era habitual, dada a 
mobilidade gerada pelos concursos de professores, realizados ano após ano. Feita a 
escolha dos horários verifiquei que, para além de uma turma do 10.º ano, me tinham 
sido atribuídas turmas dos 7.º e 8.º anos de escolaridade. O interesse em desenvolver 
este trabalho com uma turma do 8.º ano já existia desde há algum tempo, mas esta pos-
sibilidade ganhou, então, maior consistência. A generalidade dos alunos que frequentam 
Explorando relações funcionais no 8.º ano 
59 
este ano de escolaridade já viveu, ao longo do seu percurso escolar, o primeiro contacto 
com a linguagem algébrica. Tarefas de cariz geométrico, como a representação, por 
meio de uma expressão algébrica, do perímetro de uma figura cujos lados têm medidas 
desconhecidas ou o uso de uma fórmula para o cálculo de uma área ou volume são 
experiências que proporcionam essa proximidade. No 7.º ano de escolaridade, com a 
abordagem formal do conceito de equação (1.º grau), o contacto com a Álgebra ganha 
mesmo uma nova visibilidade. O modo como as primeiras experiências decorrem é 
extremamente importante para os alunos uma vez que podem influenciar a forma como 
encaram as tarefas de natureza algébrica noutros anos de escolaridade: suscitando difi-
culdades e desmotivação ou, pelo contrário, compreensão e entusiasmo. 
No entanto, é no 8.º ano que o impacto dessas experiências se torna mais visível, 
uma vez o programa de Matemática inclui uma forte componente algébrica. Nesta fase, 
está prevista a utilização da simbologia com diferentes finalidades e em diferentes situa-
ções: a representação de relações funcionais, a resolução de problemas e equações dos 
1.º e 2.º graus, o estudo de situações que envolvam equações literais e a necessidade de 
generalizar e demonstrar propriedades válidas para determinados conjuntos de números 
são apenas alguns exemplos onde a linguagem algébrica assume um papel essencial. 
Poder intervir nesta fase tão crucial no desenvolvimento dos alunos, reconstruindo os 
principais conceitos da Álgebra e procurando “retocar” a sua imagem, já influenciada 
pelas experiências anteriores neste domínio, foi algo que me despertou o interesse, justi-
ficando a escolha deste ano de escolaridade para o desenvolvimento deste estudo. 
Seleccionei esta turma para participar nessa investigação, por ser a única das três 
que leccionava (do 8.º ano) cujo horário escolar era compatível com as minhas próprias 
actividades lectivas e não lectivas, possibilitando a concretização de todos os processos 
inerentes à recolha de dados para a investigação. 
Com este trabalho pretendo compreender melhor de que modo decorre a apren-
dizagem dos alunos que vivem as experiências previstas na proposta pedagógica que 
desenvolvi. Analiso, em pormenor, os casos de dois alunos. Contudo, a forma como 
estes evoluem é influenciada pelas experiências vividas num contexto mais lato, que é a 
turma de que fazem parte. Todos os acontecimentos vividos durante as aulas, em parti-
cular aqueles que ocorreram durante a concretização da proposta pedagógica, só se 
deram dessa forma porque integraram a vida de uma turma e é nesse contexto que 
fazem sentido. Deste modo, importa conhecer os principais aspectos que a caracterizam, 
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de modo a que tenhamos um enquadramento que nos permita compreender os aconte-
cimentos vividos, à luz do seu meio envolvente. 
Esta turma do 8.º ano de escolaridade era constituída, no início do ano lectivo, 
por 26 alunos. Com a transferência de um dos alunos para outro estabelecimento de 
ensino e a posterior inclusão de duas alunas provenientes de Cabo Verde, a turma ficou 
com um total de 27 alunos: 8 rapazes (30%) e 19 raparigas (70%). A maior parte dos 
alunos residia em zonas próximas da escola, deslocando-se, diariamente, a pé ou em 
autocarros urbanos. Nenhum dos pais dos alunos tinha habilitação académica superior 
ao 12.º ano. As profissões que desempenhavam integravam-se, sobretudo nos serviços, 
na indústria ou na construção civil. Por outro lado, algumas mães estavam desemprega-
das, eram domésticas por conta própria ou por conta de outrem, ou integravam o sector 
dos serviços. 
As idades dos alunos oscilavam entre os 13 e os 16 anos de idade, tal como se 
pode constatar a partir da tabela que se segue: 
 
Quadro 5. Idade dos alunos. 
 
 
Idades N.º de alunos 
13 12 
14 9 
15 4 
16 2 
TOTAL 27 
 
Na turma, todos os alunos frequentavam o 8.º ano pela primeira vez, excepto 
uma aluna que tinha ficado retida neste ano de escolaridade, no ano lectivo anterior. 
Existiam, no entanto, 15 alunos (56%) com uma idade superior à esperada. Destes, 10 
alunos tinham pelo menos uma retenção anterior: 
 
Quadro 6. Número de retenções em anos anteriores. 
 
 
N.º de retenções N.º de alunos 
0 17 
1 7 
2 2 
3 1 
TOTAL 27 
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Os restantes 5 alunos atrasaram um ano, ou mais, devido à mudança do sistema 
de ensino do seu país para o sistema de ensino português. Deste modo, a média das ida-
des dos alunos era de, aproximadamente, 13,9 anos. É, ainda, de referir que a maior 
parte das retenções destes alunos ocorreu nos 4.º ou 7.º anos, existindo alguns com mais 
do que uma retenção no mesmo ano de escolaridade. 
Um outro elemento a salientar, relativamente aos alunos desta turma, diz respei-
to à diversidade dos seus países de origem. Verifica-se que, para além da portuguesa, 6 
outras nacionalidades estavam representadas na turma, existindo um total de 10 alunos 
oriundos de países estrangeiros (37%), tal como se pode verificar na tabela seguinte: 
 
Quadro 7. País de origem dos alunos. 
 
País de origem N.º de alunos 
Angola 1 
Brasil 1 
Cabo Verde 3 
Guiné 2 
Portugal 17 
Roménia 2 
S. Tomé e Príncipe 1 
TOTAL 27 
 
Alguns destes alunos encontravam-se em Portugal há menos de cinco anos, 
manifestando, ainda, dificuldades no domínio da língua portuguesa, principalmente por 
não a utilizarem nos locais em que viviam. Uma das alunas romenas era o caso mais 
flagrante das dificuldades no âmbito da comunicação com outros já que, no início do 
ano lectivo, não falava nem escrevia em português, utilizando sempre a língua inglesa e 
de forma pouco fluente. As dificuldades dos alunos no domínio da língua manifesta-
vam-se em diversas disciplinas. Na aula de Matemática, manifestavam-se, sobretudo, na 
interpretação dos enunciados e na expressão oral e escrita das suas ideias. 
No início do ano lectivo em que se desenvolveu esta investigação muitos alunos 
afirmavam, ainda, não ter nenhuma ideia definida sobre a profissão a escolher para o 
seu futuro. A maior parte considerava que os estudos lhes permitiriam construir uma 
vida melhor, mas cerca de metade dos alunos da turma não manifestava intenção de tirar 
um curso superior. Relativamente à Matemática, 15 alunos (56%) referiram-na como a 
disciplina em que sentiam, habitualmente, maiores dificuldades e apenas 2 a considera-
ram uma das suas disciplinas favoritas. Quando, num questionário, lhes surgiu uma 
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questão que pedia para referirem actividades que tivessem desenvolvido noutros anos, 
na disciplina, das quais tivessem gostado, ou não, é curioso o facto de seis alunos se 
terem recordado, espontaneamente, das equações. Destes, 5 alunos referiram ter gostado 
de as resolver, “por serem divertidas”. Só um aluno referiu as equações como algo de 
que não gostou particularmente, “por ser difícil”. 
No final do primeiro período, o conselho de turma considerou o aproveitamento 
global da turma bastante fraco, uma vez que existiam 14 alunos (52%) com três ou mais 
níveis inferiores a três. No que se refere ao comportamento, foi considerado satisfatório, 
sendo pouco frequente a ocorrência de incidentes de natureza disciplinar. O relaciona-
mento entre os alunos e os professores do conselho de turma era bastante saudável. Já o 
relacionamento entre os próprios alunos era o usual, próprio da adolescência que 
viviam, com as empatias e rivalidades que lhes estão, frequentemente, associadas. 
4.3.3. Sofia e André 
Sofia e André foram os dois alunos da turma seleccionados para a realização dos 
estudos de caso. Estes alunos preenchiam todos os critérios definidos para esta escolha. 
Em primeiro lugar, pretendia seleccionar dois alunos com aproveitamento escolar dis-
tinto. Analisando os respectivos percursos escolares é notória esta distinção. Sofia tinha 
13 anos e frequentava o 8.º ano pela primeira vez. Embora, em algumas disciplinas 
manifestasse algumas inseguranças, era a aluna desta turma com melhores classifica-
ções, na globalidade. No seu desempenho em Matemática, revelava dificuldades relati-
vamente a conceitos leccionados em anos anteriores e estava pouco à vontade na defini-
ção das suas próprias estratégias de resolução. Pelo contrário, André tinha 16 anos e, 
embora também frequentasse o 8.º ano pela primeira vez, contava já, no seu percurso, 
com três retenções. No final do 1.º período, teve classificação inferior a três em sete 
disciplinas. Apesar deste cenário, era um aluno que, ocasionalmente, se envolvia nas 
tarefas propostas na aula de Matemática. Dado o fraco aproveitamento global da turma, 
os desempenhos de Sofia faziam-na sobressair relativamente aos restantes alunos, que a 
observavam como “a melhor aluna” e atribuíam a André o estatuto de “aluno mais pro-
blemático”. 
A postura de ambos em relação à escola e ao seu percurso escolar era, também, 
contrastante. Sofia era uma aluna bastante motivada para os estudos, enquanto André 
afirmava só andar na escola por obrigação, para ter, um dia, um futuro melhor. Relati-
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vamente à Matemática, Sofia afirmava gostar da disciplina, tal como de todas as restan-
tes, por ser “interessante”. André, por seu lado, afirmava não gostar, porque “a matéria 
era complicada” e por não se interessar pelas aulas. 
Estes e outros aspectos contraditórios nestes dois alunos, descritos com mais 
pormenor em cada um dos casos, levaram-me a sentir curiosidade sobre o modo como 
cada um deles viveria a proposta pedagógica e evoluiria do ponto de vista do pensamen-
to algébrico. Cada um dos alunos constituía um caso único nesta turma, pelo que a sua 
selecção me pareceu bastante natural. Relativamente à participação plena neste estudo, 
com a realização das entrevistas, ambos acederam prontamente e revelaram total dispo-
nibilidade. Sofia, no entanto, mostrou maior timidez do que André ao longo do processo 
de recolha de dados. 
Os participantes assumiram um papel central no estudo, na medida em que 
foram os principais agentes de transformação da realidade. Foi dada atenção às suas 
percepções e à sua visão sobre os acontecimentos, assim como aos diferentes aspectos 
relevantes protagonizados ao longo do estudo (Cohen, Manion, & Morrison, 2000). 
4.4. Recolha de dados 
A recolha de dados para uma investigação, de uma forma sistemática e organi-
zada, é um processo complexo e minucioso. Nesta secção são descritos os procedimen-
tos desenvolvidos durante essa recolha e os principais instrumentos utilizados: entrevis-
tas, diário de bordo e outros documentos. 
4.4.1. Procedimentos 
A recolha de dados foi realizada em três momentos principais: antes, durante e 
após a concretização da proposta pedagógica. Comecei por informar o conselho execu-
tivo sobre a minha intenção de realizar este estudo com alunos de uma turma da escola e 
sobre os seus principais objectivos (Anexo 13). Foi-me dada, imediatamente, autoriza-
ção para o desenvolver, desde que os encarregados de educação dos alunos da turma 
estivessem de acordo com a participação dos seus educandos. 
Em seguida, informei a turma sobre a minha intenção de lhes propor um conjun-
to de tarefas que construí sobre os temas “Sequências de Números”, “Funções” e 
“Equações do 1.º grau”, a leccionar ao longo do 2.º período. Curiosos sobre o tipo de 
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actividades que seriam desenvolvidas, os alunos da turma concordaram em participar 
neste trabalho. De modo a garantir o seu anonimato (Tuckman, 2002) pedi a todos que 
escolhessem um nome fictício a usar na investigação sempre que algo que fizessem fos-
se referido, tarefa a que acederam prontamente. Informei os alunos de que esta iniciativa 
estava integrada num estudo que me encontrava a desenvolver, no âmbito do mestrado. 
Tendo como objectivo principal compreender, de forma aprofundada, o modo como 
raciocinavam enquanto resolviam tarefas de carácter algébrico, pedi a sua colaboração 
para a realização de entrevistas, fora da sala de aula, nas quais lhes seria dada uma tare-
fa para resolver e também lhes seriam colocadas algumas questões de âmbito mais 
geral. Os alunos foram informados de que estas entrevistas seriam gravadas em vídeo. 
Quinze dos alunos da turma voluntariaram-se e mostraram disponibilidade para agendar 
as referidas entrevistas, encarando-as como um evento importante, uma vez que até 
seria gravado em vídeo... Os restantes alunos, pelo contrário, não manifestaram interes-
se ou, por timidez, preferiram não realizar as entrevistas, pelo que respeitei a sua vonta-
de. Segundo Tuckman (2002), todos os participantes têm direito à sua privacidade ou à 
não participação. Para além disso, têm o direito de guardar para si informações que con-
siderem de natureza particular, pelo que essa situação deve ser salvaguardada por parte 
do investigador. 
Entretanto, os encarregados de educação foram informados sobre a realização 
deste trabalho e sobre os seus principais objectivos, tendo, todos eles, concordado com a 
sua concretização e concedido autorização escrita para a mesma (Anexo 16). Os encar-
regados de educação dos alunos que se voluntariaram para realizar as entrevistas conce-
deram, também, autorização para a sua gravação e para a utilização dos dados para fins 
relativos à investigação. Foram, ainda, informados sobre a realização deste trabalho, a 
coordenadora do grupo de Matemática e a directora de turma destes alunos (Anexos 14 
e 15). 
Uma vez criadas todas as condições necessárias para o desenvolvimento deste 
estudo, dei início à realização das primeiras entrevistas. De modo a não gerar quaisquer 
desigualdades, que pudessem prejudicar a minha relação com a turma, realizei a primei-
ra entrevista a cada um dos quinze alunos que se voluntariaram, durante o bloco de 90 
minutos de Estudo Acompanhado, em três semanas consecutivas. Requisitei, para o 
efeito, uma sala no mesmo bloco em que os alunos se encontravam em aula. Neste 
aspecto dispus da colaboração da directora de turma, que leccionava esta área curricular 
não disciplinar. Este primeiro momento decorreu entre 10/01/2006 e 26/01/2006. 
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Entre 27/01/2006 e 26/04/2007 decorreu a experiência de ensino baseada na 
concretização da proposta pedagógica. A recolha de dados teve em conta, nesta fase, o 
diário de bordo, construído antes e depois de cada aula, posteriormente complementado 
com as informações registadas em áudio por um gravador e os registos escritos dos alu-
nos. O gravador acompanhava-me em todas as aulas, durante as discussões gerais, sen-
do deixado nas mesas dos alunos quando estes se encontravam a trabalhar autonoma-
mente. Nos momentos em que os alunos resolviam tarefas formais de avaliação, os gra-
vadores eram desligados, de modo a garantir que sua presença não afectaria o seu 
desempenho. Sempre que resolviam alguma das tarefas integradas na proposta, os alu-
nos facultavam-me os originais resolvidos na aula, de modo a que eu pudesse tirar foto-
cópia. Procurei que este processo fosse suficientemente rápido para que estes fossem 
devolvidos aos alunos com a maior brevidade possível, não prejudicando o seu estudo 
individual e a realização de trabalhos de casa. 
Quando terminaram as actividades previstas na proposta pedagógica, iniciou-se 
o terceiro momento da recolha de dados, com a realização da segunda entrevista, num 
processo em tudo semelhante ao que ocorreu durante a realização das entrevistas ante-
riores. Nesta fase foram realizadas apenas 14 entrevistas dado que uma das alunas dei-
xou de ter disponibilidade, por se encontrar envolvida numa competição desportiva. 
Pelo facto de esta entrevista ser mais longa do que a primeira, foi necessário um maior 
número de semanas para entrevistar os alunos. A tabela que se segue sintetiza o modo 
como a recolha de dados foi efectuada, ao longo do tempo: 
 
 
Quadro 8. Fases da recolha de dados. 
 
 
1.ª Entrevista 
15 Alunos 
Diário de Bordo 
Registos escritos produzidos pelos alunos 
2.ª Entrevista 
14 Alunos 
10
 / 
01
 / 
20
06
  
26
 / 
01
 / 
20
06
 
27
 / 
01
 / 
20
06
 
Concretização da proposta pedagógica 
 
16 Blocos (90 minutos) 
26
 / 
04
 / 
20
06
 
27
 / 
04
 / 
20
06
  
16
 / 
06
 / 
20
06
 
Gravação 
em vídeo Gravação em áudio das aulas 
Gravação 
em vídeo 
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4.4.2. Instrumentos 
Para a construção dos estudos de caso e a caracterização do trabalho desenvolvi-
do pela turma durante a proposta pedagógica consideraram-se dados provenientes de 
múltiplas fontes, recolhidos sistematicamente. Foram utilizados, como instrumentos na 
recolha de dados, o diário de bordo, duas entrevistas e diversos documentos escritos. 
Destes, destaco as fichas de trabalho resolvidas durante a unidade de ensino, os diversos 
documentos produzidos pelo conselho de turma ao longo do ano, e outros documentos 
da escola, como o seu projecto educativo e fichas biográficas dos alunos. 
4.4.2.1. Entrevistas 
A recolha de dados, antes e depois da concretização da proposta pedagógica, 
baseou-se na realização de entrevistas semiestruturadas e individuais. Ambas as entre-
vistas foram gravadas em vídeo e, posteriormente, observadas e transcritas na íntegra. A 
utilização do vídeo foi um aspecto importante, na medida em que possibilitou uma 
transcrição mais fiel dos acontecimentos, principalmente em situações em que os alunos 
apontavam, em silêncio, para uma figura ou para uma determinada entrada de uma tabe-
la existente na tarefa. Permitiu também identificar, com clareza, os momentos em que 
escreveram cada uma das partes escritas da sua resolução, os momentos de hesitação e 
os momentos em que voltaram atrás no seu raciocínio, por algum motivo. Deste modo, 
o vídeo revelou-se um bom auxiliar na compreensão do modo como os alunos pensa-
ram, em cada uma das tarefas. Os alunos foram informados de que a filmagem era cen-
trada exclusivamente na folha, garantindo o seu anonimato, pelo que, para a maior parte 
deles, este processo de registo não foi um factor inibidor. 
De todas as entrevistas foram consideradas apenas as que diziam respeito a Sofia 
e André, protagonistas de cada um dos estudos de caso. As entrevistas eram semiestru-
turadas para possibilitar aos entrevistados a abordagem do que era importante para eles 
e, por outro lado, assegurar que todos os tópicos considerados cruciais eram contempla-
dos (Bell, 1997). Esta semiestruturação permitiu uma comparação mais efectiva entre os 
entrevistados (Bogdan & Biklen, 1994). 
A realização de cada uma das entrevistas teve por base um guião· (Anexos 17 e 
19), construído antecipadamente, do qual fazia parte uma tarefa (Anexos 18 e 20) a 
resolver pelos alunos. A tarefa resolvida na primeira entrevista continha um conjunto de 
Explorando relações funcionais no 8.º ano 
67 
questões sobre uma sequência associada a uma representação geométrica, uma questão 
sobre a interpretação da linguagem algébrica e um problema que também envolve 
expressões algébricas. Esta entrevista teve como principais objectivos: (i) conhecer, 
numa fase inicial, as estratégias utilizadas pelos alunos na exploração de situações que 
envolvem relações funcionais simples, construídas com base nos seus próprios recursos 
intuitivos e (ii) compreender o modo como os alunos interpretavam a linguagem algé-
brica e lidavam com ela em diferentes situações. 
A tarefa da segunda entrevista, mais longa do que a primeira, continha novamen-
te um conjunto de questões sobre uma sequência associada a uma representação geomé-
trica e uma questão relativa à interpretação da linguagem algébrica. Além disso, conti-
nha um grupo de questões sobre funções, incluindo um problema que envolvia expres-
sões algébricas, uma questão que apelava à resolução de uma equação com denomina-
dores e, por fim, uma questão onde era necessário resolver uma equação literal em 
ordem a uma das variáveis. A segunda entrevista tinha como principal objectivo identi-
ficar eventuais alterações induzidas pela vivência das experiências previstas na proposta 
pedagógica, no que se refere às estratégias utilizadas e ao modo como os alunos inter-
pretavam a linguagem algébrica e lidavam com ela em diferentes situações. 
A construção dos guiões de entrevista e das respectivas tarefas foi, para mim, um 
momento importante de reflexão, visto que exigiu uma selecção cuidada das questões a 
incluir. A escolha recaiu sobre aquelas que, do meu ponto de vista, permitiriam recolher 
informações pertinentes relativamente às questões do estudo. No entanto, houve o cui-
dado de que, na primeira tarefa, existissem algumas questões que estivessem ao alcance 
dos alunos que se voluntariaram para realizar as entrevistas, de modo a não gerar des-
motivação. Na segunda entrevista foram incluídas questões que permitissem, de algum 
modo, efectuar comparações com o que se fizera na entrevista inicial e com o que pro-
curei promover durante a unidade de ensino. A realização de duas entrevistas, em 
momentos distintos relativamente à experiência desenvolvida no âmbito deste trabalho, 
foi uma opção metodológica tomada com o intuito de nos permitir identificar uma even-
tual evolução nestes alunos. 
A primeira entrevista. As questões iniciais destinavam-se a criar um maior à 
vontade por parte de cada aluno a esta situação de entrevista e a perceber como cada 
entrevistado observava o seu próprio desempenho escolar. A tarefa que lhes era propos-
ta em seguida era constituída por três grupos principais de questões. A primeira diz res-
peito a uma sequência, associada a uma representação geométrica. A relação funcional 
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subjacente, entre a ordem em que a figura surge na sequência e o número total de pontos 
em cada figura, é linear, de proporcionalidade directa. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 1. Entrevista 1 – Sequência. 
 
A escolha desta tarefa prendeu-se com o facto de permitir aos alunos o desen-
volvimento das suas próprias estratégias, podendo estabelecer algum contacto com a 
noção de proporcionalidade desenvolvida ao longo dos anos. Como se pode observar, 
no enunciado desta tarefa encontravam-se representadas as cinco primeiras figuras da 
sequência. A primeira alínea dizia respeito à caracterização da 12.ª figura. Uma vez que 
se tratava de uma figura cuja posição se encontrava suficientemente próxima das que 
eram apresentadas, esperava-se que este fosse um item que proporcionasse um primeiro 
contacto com a sequência e a observação dos elementos principais que caracterizavam 
cada figura – o número de pontos e a direcção em que os mesmos deveriam ser coloca-
dos. As restantes questões diziam respeito à caracterização de uma figura mais afastada, 
à determinação da ordem de uma figura e à generalização da relação funcional. A 
segunda questão, inspirada nas considerações de Usiskin (1988) sobre as diferentes uti-
lizações da letra e na investigação descrita por Küchemann (1981), diz respeito ao modo 
como os alunos interpretavam a linguagem algébrica. Esta questão envolve a apresenta-
ção, aos alunos entrevistados, de um conjunto diversificado de expressões simbólicas, 
com as quais já tinham contactado, em tarefas contextualizadas resolvidas na sala de 
aula: 
 
 
Observa as expressões seguintes e explica, em cada caso, o 
papel que desempenha cada uma das letras utilizadas: 
 
Figura 2. Entrevistas 1 e 2 – Diferentes utilizações da linguagem algébrica. 
a) A = c x l  
b) n + 3 
c) a + 1 = 24 
d) 2x 
e) a (b + c) = ab + ac 
f) 2x + 3 = 4x – 1 
g) n2 
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Esta questão foi incluída, com a mesma formulação, em ambas as entrevistas, 
para que se pudesse analisar e comparar o modo como os alunos as interpretavam, antes 
e depois da unidade de ensino. Para esta questão foram seleccionadas expressões nas 
quais cada letra pudesse ser vista como representante de um conjunto de valores ou um 
elemento de uma propriedade, válida para um determinado conjunto de números, bem 
como expressões onde a letra desempenhasse o papel de incógnita, com o qual os alunos 
tinham lidado no ano lectivo anterior. Deste modo, (i) a expressão A = c x l foi escolhi-
da por se tratar da fórmula de uma área, com a qual todos os alunos também já tiveram 
contacto, estando presentes diversas letras que podem ser interpretadas como variáveis, 
relacionadas de um modo específico; (ii) as expressões n + 3, 2x e n2 exemplificam a 
utilização da letra como número generalizado, assim como a (b + c) = ab + ac, que pode 
dizer respeito à propriedade distributiva da multiplicação em relação à adição, quando a, 
b e c são números reais. Por fim, (iii) a + 1 = 24 e 2x + 3 = 4x – 1 são equações, onde a 
e x assumem o papel de incógnitas. A primeira é uma equação de tipo aritmético, uma 
vez que a letra está presente apenas num dos seus membros. Por seu lado, a segunda 
equação, um pouco mais complexa, é de tipo algébrico, uma vez que a letra está incluí-
da em ambos os membros (Filloy & Rojano, 1989). 
A terceira questão consistia num problema, em que os alunos eram confrontados 
com duas expressões algébricas que podiam tomar diversos valores, dependendo de um 
valor x desconhecido. O problema não tem uma resposta única, sendo, sobretudo um 
cenário propício para a experimentação e a colocação de hipóteses: 
 
A Joana e a Filipa são gémeas e resolveram começar a coleccionar calendários, formando duas 
colecções individuais. As duas irmãs gostam de inventar mistérios e de propor a sua resolução aos seus 
amigos. Por isso, resolveram dizer a todos: 
 
 
 
 
 
Qual das duas irmãs terá mais calendários na sua colecção? Justifica a tua resposta, apresentando 
todo o teu raciocínio. 
 
Figura 3. O número de calendários das gémeas. 
 
O número de calendários que 
eu já tenho pode ser represen-
tado pela expressão 2x !... 
Pois é, Joana!!! Tens 
razão... E nesse caso, o 
número de calendários 
que eu já tenho pode ser 
representado pela expres-
são x + 4 !... 
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Esta entrevista terminava com algumas questões destinadas a levar o entrevista-
do a olhar retrospectivamente para o que fez, aperfeiçoando, eventualmente, os aspectos 
que desejasse. A sua duração foi de, aproximadamente, 25 minutos. Sendo este o pri-
meiro ano em que fui professora desta turma e não tendo conhecimento detalhado do 
tipo de experiências que os alunos viveram no ano anterior, a realização desta entrevis-
ta, no início deste estudo, possibilitou, também, uma melhor adequação do ensino às 
suas necessidades. 
A segunda entrevista. A tarefa resolvida no âmbito desta segunda entrevista era 
constituída por três questões principais. Tal como na primeira entrevista, a primeira 
questão dizia respeito à análise de uma sequência associada a uma representação geo-
métrica. 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 4. Entrevista 2 – Sequência. 
 
Nesta sequência não existe uma relação de proporcionalidade directa entre a 
ordem da figura e o número de pontos que a constitui. As alíneas que dizem respeito à 
sua análise têm uma natureza semelhante às colocadas na primeira entrevista, mas 
abrangem um novo aspecto, relacionado com a compreensão de expressões equivalen-
tes. Para além da questão onde estão incluídas diferentes expressões algébricas, a tarefa 
incluía ainda uma questão sobre Funções e Equações Literais e uma questão sobre 
Equações do 1.º grau com apenas uma variável. 
O grupo de questões seguinte envolve uma corrida de 2000 metros na qual parti-
cipam Miguel, que percorre 4 metros por segundo, e Rita, que percorre apenas 3 metros 
por segundo mas tem um avanço inicial de 200 metros. Nesta situação são consideradas 
duas funções que relacionam o tempo (em segundos) com as distâncias percorridas (em 
metros) por cada um dos participantes. No caso de Miguel, existe uma relação de pro-
porcionalidade directa entre as variáveis, o que não sucede no caso de Rita. A situação é 
acompanhada por um gráfico que ilustra o que sucedeu, sem muito pormenor. Numa 
primeira fase, os alunos devem indicar qual dos dois teria ganho a corrida. Em seguida, 
pretendia-se que, com base na observação de casos particulares que envolvem a deter-
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4.4.2.2. Diário de bordo 
A recolha de dados, através da realização de entrevistas, é um processo que, por 
ter lugar fora da sala de aula, não gera conflitos entre os papéis de professora e investi-
gadora. Tratava-se dos meus alunos, com os quais tinha uma relação já construída no 
dia-a-dia, mas o meu objectivo, naquele momento, era apenas o de recolher dados para 
uma investigação. No entanto, na fase de concretização da proposta pedagógica, tornou-
se mais difícil conciliar estes dois papéis. Procurei evitar sempre que a necessidade de 
compreender aspectos relativos ao estudo influenciassem as minhas acções como pro-
fessora. Assim, na aula, prevaleceu o meu papel de professora, no cumprimento dos 
objectivos pedagógicos previstos na planificação. 
Esta dualidade de papéis e a necessidade de que no espaço-tempo em que decor-
re a aula prevaleça o papel de professor, leva a que a recolha de dados não seja, nesta 
fase, tão organizada ou sistemática, como nas fases em que são realizadas as entrevistas. 
No entanto, esta é também uma fase essencial da investigação, uma vez que o registo 
dos principais episódios vividos permite manter presente a experiência, apesar da passa-
gem do tempo, ilustrando o percurso efectuado pelos alunos entre os dois momentos de 
entrevista. Torna-se então essencial, numa investigação sobre a prática, a elaboração de 
registos sistemáticos dos principais acontecimentos, por exemplo, num diário de bordo. 
De modo a que o diário de bordo tivesse alguma coerência, reflecti previamente sobre 
os aspectos que poderia contemplar em cada uma das minhas reflexões, tendo construí-
do um guião (Anexo 21) que me pareceu apropriado dada a sua flexibilidade. A própria 
realidade e o desenrolar da acção acabaram por definir os contornos finais que estes 
registos assumiram. 
No diário de bordo que construí, registei diversas informações, em vários 
momentos: (i) as minhas expectativas iniciais sobre cada tarefa e os principais objecti-
vos perseguidos; (ii) as observações diárias das aulas, resultantes da observação partici-
pante (Cohen, Manion, & Morrison, 2000); e (iii) os dados provenientes das gravações 
em áudio das aulas, que permitiram reconstruir alguns diálogos e os episódios mais 
marcantes. A elaboração do diário de bordo foi uma forma de apoio importante para o 
processo reflexivo que se desencadeou. Como refere Ponte (2002) “o plano de trabalho 
bem como os registos realizados (por exemplo, no diário de bordo) possibilitarão ao 
investigador um espaço autónomo de realidade que lhe permitirá, quando necessário, o 
distanciamento relativamente aos acontecimentos do dia-a-dia” (p. 19). 
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4.4.2.3. Documentos 
A recolha de dados envolveu, também, a análise de diversos documentos, alguns 
deles produzidos pelos alunos, e outros de natureza mais formal, produzidos pela escola. 
Assim, durante a concretização da proposta pedagógica foram recolhidas, fotocopiadas 
e devolvidas aos alunos todas as tarefas que resolveram. Estes documentos assumiram 
um papel essencial, uma vez que a partir deles foi possível analisar resoluções que efec-
tuaram e identificar as principais estratégias adoptadas pelos alunos nessas aulas. Para 
além destes documentos, foram analisadas as fichas biográficas da escola, preenchidas 
pelos alunos no início do ano lectivo. Estes dados, que permitiram elaborar a caracteri-
zação da turma, foram complementados pela análise do projecto curricular de turma, das 
pautas de avaliação, dos registos efectuados durante as reuniões do conselho de turma e 
dos processos individuais dos alunos. Para a compreensão do ambiente de escola e dos 
seus ideais analisei, ainda, o seu projecto educativo. 
4.5. Análise de dados 
O processo de recolha de dados gerou um volume de informação bastante alar-
gado. As transcrições das entrevistas, os documentos recolhidos, as gravações áudio e 
vídeo foram surgindo e com elas surgiu a necessidade de organização. Esta constituiu 
uma fase preliminar da análise dos dados, que me deu uma primeira perspectiva sobre 
os mesmos. 
Uma vez que estes dados eram, essencialmente, de natureza qualitativa, e que 
não existiam hipóteses previamente formuladas, procedi à sua análise de modo indutivo. 
Tendo em conta os aspectos teóricos revistos na literatura sobre o tema em estudo e os 
objectivos da investigação, na elaboração dos estudos de caso, foram consideradas 
como categorias principais de análise: (i) as estratégias utilizadas pelos alunos na explo-
ração de situações que envolvem relações entre variáveis, nomeadamente sequências e 
funções, (ii) as diferentes interpretações da linguagem algébrica – letra como incógnita, 
letra como número generalizado e letra como variável. Foram, ainda, (iii) identificadas 
as principais dificuldades sentidas pelos alunos em cada um destes aspectos. Por fim, foi 
feita uma análise reflexiva dos percursos dos dois alunos, identificando sinais que indi-
ciassem o desenvolvimento do pensamento algébrico. 
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A análise dos dados assumiu um carácter descritivo e interpretativo. Uma vez 
que a investigação esteve directamente relacionada com a minha prática profissional, 
estou consciente de que poderá existir uma subjectividade acrescida na interpretação do 
material empírico. No entanto, procurei documentar todas as fases do estudo, de modo a 
que fosse possível ao leitor compreender o modo como este foi desenvolvido e even-
tualmente empreender novas investigações em moldes semelhantes. Por outro lado, pro-
curei documentar as minhas interpretações com base em dados provenientes de múlti-
plas fontes. O quadro seguinte mostra quais foram os instrumentos de recolha de dados 
considerados na construção dos estudos de caso e na elaboração do capítulo referente à 
evolução global da turma durante a unidade de ensino. 
 
Quadro 9. Contributo dos instrumentos de recolha de dados. 
 
Capítulo 5: Estudo de caso – Sofia 
Capítulo 6: Estudo de caso – André 
 
Entrevista 1 
Diário de bordo 
Documentos escritos pelos alunos 
Entrevista 2 
Capítulo 7: A Turma e a vivência 
da unidade de ensino 
Diário de bordo 
Documentos escritos pelos alunos 
 
A conjugação de todos os dados foi um trabalho moroso e complexo, mas permi-
tiu reconstituir a realidade de uma forma rica e objectiva, gerando novos contributos 
sobre as questões em análise e a minimização de eventuais enviesamentos (Yin, 1984). 
4.6. Fases do estudo 
Este estudo foi desenvolvido entre Setembro de 2005 e Novembro de 2007. Ini-
ciou-se com a revisão da literatura existente sobre o tema em estudo e também sobre 
metodologias de investigação em educação. Seguiu-se a preparação dos instrumentos de 
recolha de dados, a concepção da proposta pedagógica e a criação de condições para o 
desenvolvimento do estudo. Após uma primeira organização dos dados, a transcrição 
das entrevistas e o surgimento da necessidade de um novo aprofundamento teórico, os 
dados foram analisados à luz das questões de investigação e da teoria já existente no 
âmbito deste tema. Por fim, decorreu a fase da escrita dos restantes capítulos da disser-
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tação. A calendarização das fases do estudo encontra-se sistematizada no quadro seguin-
te: 
 
Quadro 10. Fases do estudo. 
 
Ano Mês Tarefas 
20
05
 
Setembro Elaboração do projecto de dissertação; definição de objectivos; 
 
Leituras sobre o pensamento algébrico e metodologia de investigação; 
 
Construção dos guiões para os instrumentos de recolha de dados; 
 
Elaboração da proposta pedagógica; 
 
Recolha das autorizações; 
Outubro 
Novembro 
Dezembro 
20
06
 
Janeiro   
Recolha de dados (1.ª entrevista); 
 
Recolha de dados (diário de bordo e registos escritos dos alunos); 
 
Concretização da proposta pedagógica; 
 
Recolha de dados (2.ª entrevista); 
 
Leituras sobre a utilização da linguagem algébrica, Funções e Equa-
ções; 
 
Organização dos dados recolhidos; 
Fevereiro 
Março 
Abril 
Maio 
Junho 
Julho   
Transcrição das entrevistas; 
 
Audição das gravações áudio e complemento do diário de bordo; Agosto 
Setembro 
Outubro   
Elaboração do capítulo “O Ensino e a Aprendizagem da Álgebra” 
após nova revisão da literatura; Novembro 
Dezembro 
20
07
 
Janeiro   
Elaboração do primeiro estudo de caso e escrita do capítulo “Sofia”; 
 
Elaboração do segundo estudo de caso e escrita do capítulo “André”; 
 
Escrita do capítulo “Metodologia”; 
 
Escrita dos capítulos “Proposta pedagógica” e “Episódios na vivência 
da unidade de ensino”; 
 
Revisão do capítulo “Introdução”; 
Fevereiro 
Março 
Abril 
Maio 
Junho 
Julho 
Agosto   
Escrita do capítulo “Conclusão”; 
 
Revisão e entrega da dissertação. Setembro 
Outubro 
Novembro 
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Capítulo 5 
Sofia 
5.1. Caracterização 
Sofia tem 13 anos e, embora seja bastante reservada, é uma adolescente simpáti-
ca. Vê-se como uma pessoa inteligente, mas, por outro lado, teimosa e ciumenta. Os 
seus planos para o futuro passam por continuar a estudar para ter uma vida melhor. Um 
dia mais tarde, gostaria de ser educadora de infância ou historiadora. Actualmente, mora 
muito perto da escola com os pais e dois irmãos também estudantes. A mãe trabalha na 
função pública e o pai na indústria metalúrgica. Ambos têm a preocupação de conversar 
muitas vezes consigo sobre a escola, nomeadamente sobre o modo como estão a decor-
rer os seus estudos. Nos tempos livres, gosta de praticar natação. 
Esta aluna está no 8.º ano pela primeira vez e não tem qualquer retenção no seu 
percurso escolar. Frequenta esta escola desde o ano lectivo anterior e possui uma boa 
relação com os restantes alunos. Apesar da sua timidez, é delegada de turma e reivindica 
os direitos dos colegas com veemência, sempre que o considera pertinente. 
Quando questionada sobre as suas disciplinas favoritas, refere gostar de todas, 
mas manifesta uma preferência especial por História e Inglês. Em relação à Matemática, 
considera que é importante para o dia-a-dia de cada pessoa e para a vida em sociedade, 
mas não revela por ela um entusiasmo particular. Tem bom desempenho na generalida-
de das disciplinas, em particular em Matemática, em que refere ter ido “bem”, uma vez 
que tem tirado “boas notas”. Nas aulas desta disciplina, é uma aluna atenta e empenha-
da, que se envolve activamente nas tarefas propostas, quer trabalhe nelas individual-
mente, quer em pequenos grupos. No entanto, revela-se sempre mais à vontade na reso-
lução de exercícios do que em tarefas mais abertas. Nas discussões gerais, só intervém 
quando é solicitada ou quando se apercebe de que o seu contributo é importante para 
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toda a turma. Na primeira entrevista afirma sentir-se bem, neste ano, na disciplina de 
Matemática, tendo obtido 5 no final do 1.º período. 
5.2. Manifestações do pensamento algébrico no início do estudo 
Os dados resultantes da primeira entrevista permitem caracterizar as manifesta-
ções do pensamento algébrico de Sofia no período que antecedeu a unidade de ensino. 
Nesta secção dou particular atenção ao modo como a aluna interpreta a linguagem algé-
brica e à forma como explora situações que envolvem variáveis. 
5.2.1. Interpretação da linguagem algébrica 
Quando se depara com as expressões algébricas da questão II, Sofia reflecte 
sobre o papel das diversas letras e refere-se imediatamente ao que considera ser neces-
sário fazer: “Temos que descobrir o valor delas”. Deste modo, apresenta uma concepção 
muito pragmática sobre os símbolos, relacionada com o que pensa ser esperado da sua 
actividade, enquanto aluna. 
 
Letra como incógnita 
Sofia não revela dificuldades em identificar o papel da letra quando esta é usada 
como incógnita, nomeadamente nos casos das duas equações. Tal como refere inicial-
mente, a sua preocupação é descobrir o seu valor. Esta tarefa torna-se simples no caso 
da equação a + 1 = 24, uma vez que o valor de a é facilmente encontrado de forma 
intuitiva: “Esta aqui, tem que ser 23, porque 23 mais 1 dá 24”. Nesta equação de tipo 
aritmético, utiliza o facto numérico 23 + 1 = 24 para apontar 23 como solução. A aluna 
interpreta o símbolo a como uma entidade que pode tomar um valor específico e revela 
ser capaz de, substituindo esse símbolo por 23, obter uma proposição verdadeira. 
As suas dificuldades surgem no caso da equação da alínea f), 2x + 3 = 4x – 1, de 
tipo algébrico, cuja solução não é tão visível por conter termos com a incógnita em 
ambos os membros. Tal como se verifica no excerto que se segue, o discurso de Sofia 
evidencia o seu contacto anterior com a resolução de equações do 1.º grau: 
 
Professora: E na f). Qual seria o objectivo, na f)? 
Sofia: Eh… Ver se estas duas contas são iguais. O resultado… 
Professora: Quais contas? 
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Sofia: 2x + 3 e 4x – 1. 
Professora: E como é que fazemos essas “contas”? 
Sofia: Eh… Já não me lembro. [pausa prolongada] 
Professora: Mas tu… Mesmo sem te lembrares, se tu pensasses sobre 
isso… O que é que tu achas que teria lógica fazer? 
Sofia: Pôr de um lado… Pôr, de um lado, os números com letras e, do 
outro, só os números… [silêncio prolongado] 
Professora: Estás a falar de quê, de resolver a equação, é isso? 
Sofia: Sim. [timidamente] 
 
A aluna revela a noção de que os dois membros da equação devem ser expres-
sões equivalentes. No entanto, designa 2x + 3 e 4x – 1 por “contas” e afirma não se 
lembrar do modo de continuar o procedimento de resolução. Com a utilização do termo 
“conta”, não é claro se se refere à ideia de adicionar indevidamente os termos, em cada 
um dos membros, ou à eventual substituição de x por um valor que seja solução da 
equação. No entanto, no seguimento da minha insistência para esclarecer o seu pensa-
mento, a aluna não vai mais além. Opta, então, por mencionar, de forma abreviada, os 
procedimentos que terá utilizado, no ano anterior, para a resolução de equações do 1.º 
grau, sugerindo a necessidade de isolar os termos com incógnita. Neste ponto, revela 
novamente insegurança e desconforto por não se recordar do modo como pode proce-
der, com pormenor, e acaba por não desenvolver mais a sua resposta. 
 
Letra como número generalizado 
Na primeira entrevista, o discurso de Sofia não contém qualquer evidência do 
reconhecimento da letra como possível representante genérico de um certo conjunto de 
números. Na sua análise, ignora a expressão n + 3 e em relação a a (b + c) = ab + ac 
refere explicitamente não lhe conseguir atribuir significado. No que diz respeito à 
expressão 2x, acaba por identificá-la com o dobro de x mas esta identificação surge ape-
nas após alguma confusão com o produto de x por x. A aluna manifesta, novamente, o 
seu desconforto por não se recordar do que aprendeu a este propósito: 
 
Sofia: Esta aqui [2x] é… Acho que é… x vezes x ou… 
Professora: x vezes x… 
Sofia: Ou 2 vezes x… Ou… 
Professora: É tudo a mesma coisa? 
Sofia: Não, 2 vezes x! Ou, não sei, eu não me lembro. 
 
No que diz respeito a n2, refere que significa “n vezes n”. No entanto, não é cla-
ro, do seu discurso, se associa a letra à possibilidade de representação de um ou mais 
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números. Nesta fase a aluna volta a manifestar insegurança quanto à correcção das suas 
respostas. 
 
Letra como variável 
O significado que a aluna atribui à expressão A = c x l está relacionado com a 
identificação que faz com o conceito de área, que já domina. Relativamente a esta 
expressão, segue a lógica já referida, tentando descobrir “o valor” da letra A. Deste 
modo, descreve o seu procedimento habitual quando tem de calcular a área de um rec-
tângulo, dadas as suas dimensões. De forma implícita, evidencia compreender que exis-
te dependência entre as variáveis, ao sugerir que o valor de A depende dos valores do 
comprimento e da largura, interpretados como valores conhecidos: “Aqui da… Da área 
do… Do rectângulo. Nós temos que saber a medida do comprimento e a da largura, para 
sabermos a área”. No final da primeira entrevista, a aluna refere que a questão II foi 
aquela em que sentiu mais dificuldades, justificando a sua escolha do seguinte modo: 
 
Sofia: Não sei, é porque tem assim mais… Incógnitas… E… 
Professora: Tem mais incógnitas? Onde é que tu estás a ver uma incóg-
nita? 
Sofia: Não sei… É tipo estas letras que… Fazem um bocado confusão. 
Professora: Fazem um bocado de confusão, porquê? 
Sofia: Não sei, não tem lá valor nenhum em concreto… 
5.2.2. Resolução de problemas envolvendo a linguagem algébrica 
Na situação proposta na questão III da primeira entrevista, Sofia tem de selec-
cionar a gémea com maior número de calendários. Tendo em conta os diferentes valores 
possíveis de x, tem de ponderar sobre a expressão que, quando avaliada, permite obter 
um valor maior: 2x, que diz respeito a Joana, ou x + 4, que corresponde a Filipa. 
Sem efectuar qualquer tipo de exploração prévia da situação, a aluna aponta Joa-
na como a gémea com mais calendários, baseando a sua argumentação no que as duas 
expressões algébricas lhe parecem transmitir. A sua resposta revela a noção intuitiva de 
que o dobro de um número será sempre maior do que a soma desse número com quatro 
unidades: 
 
Sofia: Talvez seja esta [aponta para Joana].  
Professora: E porquê, és capaz de explicar porque é que te inclinas mais 
para essa resposta? [pausa] Olhas para lá e parece-te…? 
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Sofia: Não, mas… Não sei… Eu tenho uma vaga ideia que isto é 2 vezes 
x, ou x vezes x. E… Era o dobro. Então esta [Filipa] tem só metade do 
que ela tem e mais quatro. Então tem menos do que ela… 
 
Esta ideia revela a influência de experiências prévias em Aritmética no raciocí-
nio de Sofia, no que diz respeito ao modo como encara as duas operações – adição e 
multiplicação. Embora a sua resposta não seja válida para todos os valores possíveis de 
x, não mostra, em qualquer momento, a intenção de realizar qualquer experiência que 
lhe permita confirmar ou refutar a sua conjectura. Mais uma vez não parece aceitar que 
a resposta a este problema possa depender do valor de x, isto é, que a sua variação possa 
provocar alteração nos valores de cada uma das expressões algébricas em que está inse-
rida: 2x e x + 4. A aluna evidencia, deste modo, que não interpreta a letra como variável. 
5.2.3. Exploração de sequências associadas a representações geométricas 
A sequência da questão I da primeira entrevista requer que se tenha em conta o 
número de pontos de cada figura e a direcção em que estes devem ser colocados. Existe 
uma relação de proporcionalidade directa entre o número de pontos de cada figura e a 
respectiva ordem. 
 
Caracterização de uma figura próxima 
Uso da covariação. Sofia começa por observar o modo como a variação no 
número da figura produz variação no número de pontos que a constitui. Mais concreta-
mente observa o modo como varia o número de pontos, de uma figura para a figura 
seguinte. Este conhecimento sobre a forma como a sequência evolui permite-lhe repre-
sentar cada nova figura, acrescentando dois pontos à figura imediatamente anterior: 
 
Eh… Então, eu reparei que aqui, cada vez que passa de figura, vão acres-
centando mais 2 pontos (…). Por exemplo, agora na figura 6 vou acres-
centar mais 2 pontos, depois na 7, mais 2, na 8, mais 2, e por aí fora.  
 
Associação entre a direcção e a paridade da ordem. No que diz respeito à direc-
ção em que os pontos devem ser representados, Sofia encontra uma estratégia de carác-
ter geral, que lhe permite não só compreender o caso da 12.ª figura, como também o de 
qualquer outra figura da sequência. A aluna associa as direcções em que os pontos são 
colocados com a paridade da ordem de cada um dos termos. Assim, observa que a 
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direcção vertical está associada aos termos de ordem ímpar e que a horizontal está asso-
ciada aos de ordem par. Após esta generalização tem lugar a particularização para a 
figura em causa: 
 
As figuras que são pares estão na… Na vertical… E as ímpares estão na 
horizontal (…). E agora está aqui a pedir para fazer a 12.ª e como é 
número par, e como os outros números pares estão na vertical, também 
vou fazer na vertical.  
 
A aluna não revela dificuldade na descrição do modo como os pontos que inte-
gram a 12.ª figura devem ser representados.  
Uso da correspondência. Na parte final do seu raciocínio, ao analisar a figura 
que acabou de representar, Sofia inicia uma outra estratégia, identificando a relação de 
correspondência entre alguns valores das variáveis. Ao detectar um padrão nos casos 
das figuras números 5 e 6, aplica a mesma regularidade ao caso da 12.ª figura: 
 
Professora: Quantos pontos tem? 
Sofia: 24 [responde rapidamente, com segurança]. 
Professora: Porquê? 
Sofia: Porque, como aqui tem… [conta os pontos da figura 5] 10… na 
figura a seguir, na 6, tinha 12… Então, depois eu multipliquei por 2 e… 
Deu 24. 
 
Deste modo, as estratégias iniciais utilizadas por Sofia na caracterização de uma 
figura próxima são: (i) o uso da covariação para determinar o número de pontos de figu-
ra para figura; (ii) a associação da direcção a um conjunto de números com uma pro-
priedade em comum – a paridade; e (iii) o uso da relação de correspondência entre o 
número de pontos de cada figura e a respectiva ordem. 
 
Caracterização de uma figura distante 
Uso da covariação. Tal como sucedeu na caracterização da 12.ª figura, a aluna 
alega que, de uma figura para a seguinte, são acrescentados dois pontos e procura utili-
zar o seu conhecimento sobre a covariação. Quando sente a necessidade de representar 
todas as figuras que precedem a 100.ª, resolve procurar uma nova estratégia: 
 
Professora: Consegues imaginar a figura número 100? 
Sofia: Sim, montes de pontos assim, por ali fora (…). Tem… Cada vez 
que passa de figura… Acrescenta dois pontos. 
Professora: Então, mas… Estás a dizer que eu tenho que fazer as figuras 
todas até chegar à centésima? 
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Sofia: Não, pode-se multiplicar… [hesita] 
Professora: Então, ajuda-me lá… Eu continuo sem perceber como é que 
construo a centésima figura. 
Sofia: [pausa prolongada] Não sei, não faço ideia.  
 
Uso da correspondência. Neste excerto, Sofia apresenta alguma evidência de que 
poderá chegar a uma estratégia mais adequada ao seu propósito, envolvendo o conheci-
mento da relação entre a ordem e o número de pontos em cada figura, quando sugere 
que se poderá efectuar uma multiplicação. No entanto, apesar da minha insistência, a 
aluna não especifica o modo como pode fazer esta operação, não dando seguimento ao 
raciocínio que iniciou na caracterização da 12.ª figura. Revelando reduzida confiança 
nesta possibilidade, acaba por não conseguir determinar o número de pontos da figura 
pretendida. Assim, a caracterização da figura número 100 torna evidentes as suas pri-
meiras dificuldades. 
 
Pertença de uma figura à sequência 
Identificação de uma regularidade. No que diz respeito à existência de uma figu-
ra com exactamente sessenta e quatro pontos colocados na horizontal, Sofia observa que 
o número de pontos em cada uma das figuras é sempre par: 
 
Sofia: [Lê o enunciado e escreve imediatamente a palavra “sim” no espa-
ço reservado à alínea 3]. 
Professora: Queres explicar em que estás a pensar? 
Sofia: Eu acho que sim [existe], porque… Todos os pontos… Cada figu-
ra tem um número par de pontinhos e 64 também é um número par. 
Professora: Hum, hum. 
Sofia: [Escreve a frase: 
 
 
 
Avança, de imediato, para a alínea seguinte].  
 
Com base nesta sua observação, conclui que existe uma figura com sessenta e 
quatro pontos e não procura averiguar qual a direcção em que estes devem ser coloca-
dos. A sua resposta é dada sem hesitação, mas está incorrecta. 
 
Generalização 
Sofia revela dificuldade em generalizar a relação entre as variáveis e, em lugar 
de tentar construir o seu próprio raciocínio, alega que não se lembra de como se faz. 
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Deste modo, reage como se a regra pretendida se tratasse de um mero algoritmo que 
pudesse ter sido aprendido anteriormente: 
 
Professora: Uma regra… Existe alguma regra geral que permita… Nós 
sabemos sempre qual é a forma correcta de construir uma certa figura? 
Sofia: Não me lembro. 
Professora: Existe alguma coisa que tu consigas encontrar, que se verifi-
que sempre? [pausa prolongada] Não estás a ver? 
Sofia: Não. 
 
Reflexão 
Antes da unidade de ensino, Sofia encara a letra apenas numa das suas possíveis 
acepções, isto é, como incógnita. Deste modo, quando se depara com as diferentes 
expressões algébricas incluídas na questão II, exprime imediatamente a necessidade de 
descobrir o valor que as letras representam, embora isso só faça sentido no caso das 
equações do 1.º grau. A aluna não interpreta a letra como número generalizado e revela 
dificuldades em encará-la como variável. 
Na situação referente ao número de calendários das gémeas, a sua resposta 
baseia-se, sobretudo, na sua intuição (incorrecta) sobre os efeitos das operações de adi-
ção e multiplicação, decorrentes das experiências anteriores que viveu na Aritmética. 
Não reconhece que as expressões podem tomar valores distintos, dependendo dos valo-
res de x, evidenciando, novamente, dificuldades com a noção de variável. Além disso, 
não revela a capacidade de usar outros processos, aritméticos ou algébricos, para retirar 
conclusões sobre a situação, interpretando as expressões de um modo um tanto precipi-
tado. Revela, ainda, dificuldades quanto ao significado de algumas das expressões, 
nomeadamente ao confundir os significados de 2x e x2. No entanto, parece aceitar a falta 
de fechamento de expressões como x + 4, não procurando, em nenhum momento, pro-
ceder a uma simplificação indevida. 
Na resolução de equações do 1.º grau, Sofia manifesta comportamentos distin-
tos, dependendo do respectivo grau de dificuldade. Consegue resolver a equação de tipo 
aritmético por um processo intuitivo, mostrando compreender a noção de equação e 
reconhecer se um número é (ou não) solução, por substituição. Assim, parece com-
preender que a resolução de uma equação exige a equivalência entre os dois membros 
que a constituem. No entanto, nesta fase, não consegue resolver a equação do tipo algé-
brico. Revela, neste ponto, ter contactado com o processo de resolução de equações no 
ano anterior e mostra-se intimidada por não se recordar como fazê-lo. 
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Na sequência que lhe é apresentada, Sofia identifica, como regularidade, o 
aumento constante de dois pontos entre duas figuras consecutivas. É com base neste 
conhecimento que imagina a forma como a sequência pode ser prolongada. Em termos 
mais gerais, associa a direcção em que os pontos devem ser colocados em cada figura à 
paridade da posição em que esta surge na sequência. As estratégias que utiliza permi-
tem-lhe caracterizar a 12.ª figura. Daí que aponte esta primeira alínea da questão I como 
aquela em que se sente mais à vontade na primeira entrevista. No entanto, a sua prefe-
rência pelo uso da covariação mostra-se menos eficaz quando a questão se torna mais 
exigente. As dificuldades surgem quando tenta caracterizar a 100.ª figura e determinar o 
número de pontos de qualquer figura da sequência. Embora existam, no seu discurso, 
indícios de que pode formular uma generalização baseada na relação de correspondên-
cia entre as duas variáveis em jogo, não desenvolve o seu raciocínio, revelando forte 
“receio” de arriscar. 
Esta atitude pode dever-se a uma certa novidade que este tipo de questão, envol-
vendo uma sequência constitui para si e à insegurança que sente na construção do seu 
próprio conhecimento matemático. De um modo geral, Sofia revela alguma resistência 
em explorar as situações que lhe são propostas. Em vez de experimentar casos concre-
tos, usar tentativa e erro e formular conjecturas, procura recordar regras já aprendidas. A 
aluna não utiliza, como recurso, a capacidade de inverter o raciocínio desenvolvido e 
verificar a sua validade. Estas atitudes evidenciam a sua dificuldade em desenvolver 
estratégias de forma autónoma. 
5.3. Momentos significativos vividos na aula 
A participação de Sofia durante a unidade de ensino apresenta contornos seme-
lhantes à sua participação habitual, na aula de Matemática, desde o início do ano lecti-
vo. É uma aluna que se empenha na maior parte das aulas, mas que não intervém de um 
modo exuberante nas discussões gerais, mantendo uma postura marcada pela timidez. 
Em seguida, saliento alguns momentos que viveu nestas aulas que me parecem signifi-
cativos no seu percurso, tendo em conta o contributo que poderão ter dado na evolução 
das estratégias de exploração que utiliza e no uso da linguagem algébrica. É de notar 
que, em algumas das tarefas resolvidas na aula, Sofia trabalha com outros colegas, prin-
cipalmente com Laura, aluna de aproveitamento irregular, que oscila entre os níveis 
satisfatório e fraco. 
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Exploração de situações que envolvem variáveis 
A estratégia adoptada preferencialmente por Sofia, na primeira entrevista, na 
caracterização de uma figura próxima ou distante, é o uso da covariação. Esta aborda-
gem, mais eficaz no primeiro caso do que no segundo, é também aquela que Sofia e 
Laura adoptam inicialmente, na resolução da primeira tarefa, “Voo em V”. Perante uma 
nova sequência um pouco mais complexa do que a da primeira entrevista, por não exis-
tir uma relação de proporcionalidade directa entre o número de pontos de cada figura e a 
ordem, Sofia e a colega identificam imediatamente um aumento de dois pontos, de figu-
ra para figura. Acrescentando dois pontos à figura anterior, as alunas constroem a 
sequência, por recorrência, e conseguem caracterizar as 5.ª e 6.ª figuras, tal como lhes é 
pedido. É na caracterização da 100.ª figura que as alunas vão um pouco mais além. O 
facto de esta sequência estar associada a uma representação geométrica é determinante, 
uma vez que é a divisão da figura em três partes que sustenta o raciocínio desenvolvido 
na caracterização da figura distante: 
 
 
Figura 6. Tarefa 1 – Questão 1. 2. – Sofia e Laura. 
 
Nesta resposta é visível o paralelismo que estabelecem entre as primeiras figuras 
que analisam e a 100.ª. Este raciocínio permite-lhes compreender o modo como devem 
proceder para caracterizar qualquer figura da sequência: 
 
 
Figura 7. Tarefa 1 – Questão 1. 4. – Sofia e Laura. 
 
É possível observar que embora não explicitem completamente que o número de 
pontos de cada um dos lados da figura coincide sempre com a sua ordem, tal como evi-
denciam em respostas anteriores, as alunas revelam ter compreendido a situação, uma 
vez que explicam, em cada passo, o significado dos valores obtidos: (i) o número total 
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de pontos dos lados, quando multiplicam o valor inicial por dois; e (ii) o número total de 
pontos existentes na figura, quando acrescentam um ao número anterior. 
Quando questionadas sobre a existência de uma figura com 135 pontos, as alu-
nas optam por inserir um esquema na sua explicação, que mostra o modo como decom-
põem a figura e dá sentido à realização das operações inversas, pela ordem inversa. 
Mais uma vez, o papel da representação geométrica é determinante enquanto suporte do 
raciocínio: 
 
Figura 8. Tarefa 1 – Questão 1. 3. – Sofia e Laura. 
 
Na tarefa 2, “Observando a variação”, as alunas lidam com sequências diversas. 
Em apenas algumas delas são constantes as diferenças entre termos consecutivos. Ini-
ciam a sua resolução, novamente, pela análise da covariação. Reparando que as diferen-
ças nem sempre são constantes, procuram outro tipo de regularidades e reconhecem que 
em algumas das sequências, como na das potências de base 5, existe uma razão constan-
te entre dois termos consecutivos. Estas sequências, ao contrário das incluídas na 1.ª 
tarefa, não estão associadas representações geométricas. As primeiras observações das 
alunas centram-se nas relações aritméticas entre os diversos termos da sequência, dado 
que a ordem que diz respeito a cada um deles é um elemento menos visível. O preen-
chimento de tabelas, para cada uma das sequências, constitui uma nova orientação para 
as alunas, que começam a procurar relações entre as várias ordens e os termos corres-
pondentes. 
Na fase inicial da sua resolução, perante a sequência das potências de base dois 
(2, 4, 8, 16, …, …, 128, …), as alunas reparam que devem multiplicar cada termo por 2 
para obterem o termo seguinte. Depois de terem preenchido as tabelas apercebem-se, 
em relação à sequência que contém os cubos perfeitos (1, 8, 27, 64, …), que cada termo 
se pode obter a partir da ordem fazendo multiplicações. Assim, escrevem, por exemplo, 
que 8 = 2 x 2 x 2, 27 = 3 x 3 x 3 ou 64 = 4 x 4 x 4, isto é, 64 = 43. Esta alteração no foco 
de atenção parece ter sido importante porque lhes permite passar, progressivamente, de 
uma estratégia mais natural de uso da covariação, para o uso da correspondência que, 
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em certos casos, se revela mais poderosa. Torna-se mais evidente para as alunas a pos-
sibilidade de identificar relações entre variáveis distintas: no caso das sequências, entre 
a ordem e o termo respectivo; no caso geral das funções, entre os objectos e as imagens.  
Nas restantes tarefas da proposta pedagógica, Sofia recorre ao uso da correspon-
dência quando vê vantagem na sua utilização, nomeadamente quando o conhecimento 
desta relação facilita a generalização da relação funcional. Continua, no entanto, a não 
perder de vista a covariação, interpretando-a no contexto de cada situação. Este facto é 
visível no teste de avaliação, a propósito de uma situação sobre a evolução do compri-
mento do cabelo de um rapaz, nos seis meses que se seguiram ao corte. Neste caso, a 
relação entre as variáveis é linear, embora não exista proporcionalidade directa entre o 
número de meses e o comprimento do cabelo, em centímetros. Quando Sofia tenta res-
ponder à questão sobre qual o número de meses que passou desde o corte inicial do 
cabelo, quando o seu comprimento é de 19,8 cm, utiliza a expressão geral a que chegou 
anteriormente, C = 3 + 1,4x. A equação que formula constitui um instrumento que lhe 
permite chegar rapidamente à solução do problema: 
 
 
Figura 9. Teste de avaliação – Questão 5. – Sofia. 
 
A análise que faz da covariação, na sua resposta, evidencia o facto de compreen-
der o modo como essa variação se dá no contexto concreto da situação em estudo, dan-
do sentido ao valor encontrado através da resolução da equação. A aluna reconhece a 
importância do valor 1,4 no contexto, interpretando-o como o comprimento que o cabe-
lo cresce por cada mês, em centímetros. 
 
Uso da linguagem algébrica 
Sofia e Laura conseguem resolver integralmente a primeira tarefa da proposta 
pedagógica incluindo as questões que exigem um maior grau de abstracção, como a 
caracterização de uma figura distante e a formulação de uma regra geral. No entanto 
expressam esta generalização com recurso à linguagem corrente, o que é natural nesta 
primeira fase em que trabalham autonomamente. Como seria de esperar, o recurso à 
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linguagem algébrica como instrumento que permite expressar generalizações não surge 
de modo espontâneo. A discussão geral desta tarefa constitui um momento importante 
na construção colectiva desta potencialidade da simbologia. Sofia é, nesta fase, uma das 
alunas que partilha algumas dúvidas relativas ao significado dos símbolos. Aperceben-
do-se do poder que estes lhe conferem na resolução de problemas, adopta-os progressi-
vamente. Na parte final da unidade de ensino, a utilização da linguagem algébrica é já 
uma prática corrente que adopta nas diversas tarefas. A sua preocupação em explicitar 
sempre o significado de cada uma das letras utilizadas permite-lhe lidar com as expres-
sões de um modo significativo. Esta preocupação é visível, nomeadamente, na tarefa 5, 
“Gasóleo em promoção: 2ª Parte”, quer quando lida com casos concretos, quer quando 
procede a generalizações: 
 
Figura 10. Tarefa 5 – Caso concreto – Sofia e Laura.
 
 
 
Figura 11. Tarefa 5 – Generalização – Sofia e Laura.
 
A preocupação em não perder o significado dos símbolos permite a Sofia lidar 
com eles com compreensão. Na primeira ficha de avaliação intermédia, Sofia e Laura 
mostram compreender o significado das expressões algébricas que envolvem x, mesmo 
quando este não se encontra em representação da ordem da figura na sequência, tal 
como se foi tornando habitual em algumas tarefas. Na sequência apresentada, o número 
de cubos cinzentos é o quádruplo da ordem da figura, o que poderia levar as alunas a 
associá-lo à expressão 4x. No entanto, nesta questão, pede-se que considerem x enquan-
to representante do número total de cubos em cada bloco. As alunas cometem um erro 
inicial por terem contado apenas 4 blocos brancos, que subtraem do total, mas quando 
concretizam o seu raciocínio, apercebem-se disso e reformulam a sua resposta: 
 
 
Figura 12. Ficha de avaliação intermédia 1 – Sofia e Laura. 
Capítulo 5 – Sofia 
90 
Para além da utilização de letras que desempenham o papel de incógnitas, na 
resolução de problemas e equações do 1.º grau, durante a unidade de ensino Sofia vive 
experiências que envolvem outras interpretações da linguagem algébrica. A partir das 
primeiras tarefas, a aluna parece reagir bem à utilização da simbologia, enquanto ins-
trumento de generalização. O estudo do subtema Funções proporciona-lhe também a 
utilização da letra como variável. 
Ao contrário do que sucede na primeira entrevista, em que revela um receio 
generalizado de arriscar na exploração das situações propostas, durante a concretização 
da proposta pedagógica, Sofia mostra um bom desempenho, mesmo em tarefas mais 
abertas, experimentando, conjecturando e procurando obter maior convicção para essas 
conjecturas. Esta situação de maior à vontade poderá estar relacionada com a sua cola-
boração com Laura em algumas tarefas. Por outro lado, a segurança dada por um maior 
distanciamento relativamente à figura do professor, diminuindo o receio de falhar, 
podem ter sido aspectos determinantes neste desempenho. Em alguns momentos da uni-
dade de ensino e em algumas das resoluções apresentadas, a aluna também revela difi-
culdades e desempenhos menos conseguidos, como é natural num processo de aprendi-
zagem. Contudo, de um modo geral, procura melhorar sempre a qualidade do que faz. 
5.4. Manifestações do pensamento algébrico no final do estudo 
Nesta secção analiso o desempenho de Sofia na segunda entrevista, realizada 
após a unidade de ensino. Com esta análise procuro, mais uma vez, caracterizar o pen-
samento algébrico da aluna, tendo em conta o modo como explora situações que envol-
vem relações funcionais e a forma como lida com a simbologia, em diversas situações. 
5.4.1. Exploração de sequências associadas a representações geométricas  
Na sequência incluída nesta segunda entrevista a relação entre o número de qua-
drados (ou pontos) de cada figura e a sua ordem não é de proporcionalidade directa. 
 
Caracterização de uma figura próxima 
Uso da covariação. Sofia conta o número de pontos de cada figura e regista-o no 
enunciado. Em seguida, estabelece as diferenças entre o número de pontos de figuras 
consecutivas, tal como na primeira entrevista: 
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Sofia: [Pausa prolongada. A aluna escreve no enunciado. Primeiro conta 
o número de pontos em cada figura, escrevendo ao lado de cada uma, 
respectivamente, 5, 9 e 13. Em seguida, analisa o modo como o número 
de pontos varia, de figura para figura.] 
 
 
Professora: O que é que fizeste primeiro? 
Sofia: Então, contei os… Pronto… Os quadradinhos… 
Professora: Hum, hum. 
Sofia: …E então verifiquei que à medida que se avança de figura aumen-
ta mais 4. 
Sofia: [pausa] Então a 4.ª figura vai ter mais 4 quadradinhos do que a 3.ª 
e a 5.ª vai ter mais 4 do que a 4.ª.  
É com base neste conhecimento que afirma que a 5.ª figura terá 21 pontos. 
 
 
 
Figura 13. Entrevista 2 – Questão I. 1. 
 
Caracterização de uma figura distante 
Procura de uma regra geral / Uso da relação de correspondência. Aperceben-
do-se de que o número da figura é elevado, Sofia procura uma estratégia que lhe permita 
caracterizar a 100.ª figura, abandonando totalmente o uso da covariação. Assim, procura 
de imediato encontrar uma regra geral que relacione o número de cada figura com o 
número de pontos que lhe corresponde por pensar que esse conhecimento poderia facili-
tar a determinação do número de pontos da figura 100. Começa, então, por observar 
uma regularidade em duas das primeiras figuras da sequência: 
 
Professora: Então, diz lá o que é que estás a pensar agora. 
Sofia: Vou ver quantos teria a 10.ª… Não, 100.ª figura. 
Professora: Hum, hum. Que contas são essas que estás a fazer? 
Sofia: Não sei, estou a pensar aqui nalguma tipo… Numa fórmula para 
fazer. 
Professora: Hum, hum. Vai dizendo alto. Mesmo que à primeira não 
esteja correcto, não faz mal. 
Sofia: Estou a pensar aqui… 1 vezes 1, mais 4, dá 5. Depois aqui o… 3 
vezes 3, 9, mais 4 dá 13. Mas esta aqui… Não sei… [aponta para a figura 
dois]. É preciso cinco [com algum desânimo]. 2 vezes 2, 4, mais 5, 9. 
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Esta regularidade consiste na possibilidade de multiplicar a ordem por si própria 
e adicionar quatro unidades para obter o número correcto de pontos. No entanto, ao pro-
curar encontrar outros exemplos que confiram maior credibilidade a esta conjectura 
inicial, Sofia depara-se com o caso da figura 2, que funciona como um contra-exemplo. 
No tom da sua voz é nítido o desânimo com que refere a necessidade de, neste caso, 
adicionar cinco unidades em vez de apenas quatro. 
Nesta situação, a estratégia numérica não lhe permite obter o número de pontos 
da 100.ª figura. Quando lhe pergunto se consegue imaginar a 100.ª figura, Sofia deixa 
de procurar regularidades nos pares de números que se correspondem, passando à 
observação da representação geométrica: 
 
Professora: Consegues imaginar o aspecto da centésima figura? 
Sofia: Assim, comprida, aqui para baixo… 
Professora: Hum, hum, mas tens que ter uma ideia mais ou menos… 
Quantos pontos colocas em cada lado? 
Sofia: O número da figura. Tem aqui, pronto, tem aqui 3 pontos e o 
número da figura é o 3 [aponta para a figura 3]. 
Professora: Hum, hum. Desse lado… 
Sofia: E aqui é o 2, a figura 2, e também tem 2 de lado. 
Professora: Hum, hum. Então experimenta ir escrevendo o que estás a 
pensar para a figura 100, porque senão vais-te perder. 
(…) [pausa prolongada, enquanto escreve] 
 
 
 
Depois de se centrar na análise do seu aspecto e de relacionar o número de pon-
tos existente em cada lado com a sua ordem, Sofia imagina uma decomposição possível 
para a figura 3. Em seguida, começa a explicar o seu raciocínio oralmente, mas sugi-
ro-lhe que represente essa decomposição no enunciado, para que eu possa compreender 
exactamente aquilo em que está a pensar. A aluna marca diversos subgrupos sobre essa 
figura, tal como se pode verificar na imagem seguinte: 
 
 
 
Figura 14. Entrevista 2 – Questão I. 2. 
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Quando escreve sobre a 3.ª figura, torna-se perceptível que a decompõe em qua-
tro subgrupos de três pontos, dois dos quais sobrepostos, dificultando a contagem do 
número total de pontos. O decorrer da conversa e a minha sugestão de que faça a mesma 
decomposição nas figuras anteriores leva-a a aperfeiçoá-la, evitando sobreposições: 
 
Professora: E não queres fazer o desenho nas outras para se perceber 
melhor o que estás a pensar? 
Sofia: Como assim? 
Professora: Como fizeste ali… 
Sofia: Hum, vou fazer um bocadinho diferente… Para sobrar um… 
[pausa, enquanto escreve sobre a figura 2] 
 
 
 
Professora: E agora, em que é que estás a pensar? 
Sofia: Pois, estou a ver que 2 vezes 2 dá… Não! 2 vezes 4, mais 1, dá o 
número de coiso… Da figura… E aqui… 3 vezes… Não… 3 vezes 4, 
mais 1, dá o número de pontos da figura. 
Professora: Hum, hum. Voltando à questão. 
Sofia: Então, se calhar, para saber o número de pontos da centésima figu-
ra é 100 vezes 4 mais 1 
[acrescenta a frase seguinte ao que escreveu anteriormente]. 
 
 
 
Com base nesta segunda decomposição torna-se evidente, para si, o modo como 
se relacionam a ordem da figura e o seu número de pontos. Este conhecimento permi-
te-lhe determinar facilmente esse número, no caso da 100.ª figura. A aluna não tinha 
conseguido compreender esta relação, com base nas relações aritméticas entre os valo-
res correspondentes das duas variáveis. Neste momento da entrevista, Sofia mostra que 
é capaz de abandonar essa estratégia, investindo noutro processo que lhe permite conti-
nuar a perseguir esse objectivo. Embora não sinta a necessidade de explicitar a generali-
zação simbolicamente, a decomposição geométrica das figuras permite-lhe compreender 
essa relação e determinar o número de pontos da figura pretendida. 
 
Capítulo 5 – Sofia 
94 
Generalização 
Na questão em que se pede a generalização, a aluna expressa-a primeiramente 
em linguagem corrente: 
 
Sofia: Então, estou a pensar na expressão, não é? Estou a pensar no que 
eu fiz há bocado: 100 vezes 4, depois mais 1. 
Professora: Hum, hum. 
Sofia: [pausa] 
Professora: Tu consegues construir qualquer figura? Saber quantos pon-
tos tem? 
Sofia: Sim. 
Professora: Sim? Então, basta que escrevas o teu raciocínio, não é? 
Sofia: [mantém-se em silêncio enquanto escreve] 
 
 
 
Verificando que a questão requer, explicitamente, a construção de uma expres-
são algébrica, define as duas variáveis que vai considerar: n = número total de pontos e 
x = número da figura. O seu discurso mostra o modo como relaciona as duas variáveis: 
n = 4x + 1: 
 
Sofia: [escreve, em silêncio] 
 
 
 
Professora: Então, explica lá a tua resposta. 
Sofia: Então, o n é o número total de pontos e o x é o número da figura. 
Então, por exemplo, se a figura fosse a 5, 4 vezes 5, 20, mais 1, 21, que é 
o número total de pontos. 
Professora: Hum, hum. Significa que o n é igual a 4x + 1, que é o núme-
ro total de pontos? 
Sofia: Sim.  
 
Salienta-se, neste excerto, o facto de utilizar a notação formal de modo incorrec-
to, o que mostra algumas dificuldades que sente neste aspecto. No entanto, tal como 
sucedera durante a unidade de ensino, Sofia procura explicitar o significado de cada 
uma das variáveis definidas, evidenciando que o faz com compreensão. Embora esteja a 
trabalhar com uma sequência, na qual a variável n surge, frequentemente, como a ordem 
de uma determinada figura, a aluna sente liberdade para usar os símbolos literais à sua 
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maneira, desde que esclareça o modo como o fez. A generalização da relação funcional 
baseia-se na decomposição que faz das figuras, facto que lhe confere validade. 
 
Compreensão de expressões algébricas equivalentes 
Avaliação e procura de contra-exemplos. Inicialmente, Sofia parece efectuar 
alguns cálculos mentalmente, mas permanece em silêncio. Após alguma insistência, 
explica como vai proceder: “Eu estou a pensar substituir o n pelo número da figura para 
ver se dá o número total de pontos”. Em seguida, avalia de modo correcto o valor de 
cada uma das expressões, utilizando as ordens das primeiras figuras. Abandona-as, 
então, quando geram valores distintos dos que espera obter para alguma figura. 
Esta estratégia permite-lhe concluir, imediatamente, que 5n e n2 não são expres-
sões algébricas equivalentes à expressão que construiu anteriormente. Sofia selecciona a 
figura 2, com 9 pontos, como contra-exemplo para ambos os casos: “Estou a pensar, por 
exemplo, o 2… 2 vezes 5, 10. Não dá, porque a figura tem 9 pontos. Aqui, 2 vezes 2 
também não dá, porque dá 4 e a figura tem 9 pontos”. Relativamente a (n + 1)2, começa 
por fazer um erro de cálculo quando substitui n por 4, mas após a substituição de n por 
3, acaba por excluir também esta hipótese. Deste modo, sendo uma questão de escolha 
múltipla, selecciona a expressão (2n + 1) + 2n como a opção pretendida: 
 
Professora: Hum, hum. E então, tu concluis? 
Sofia: Que seja esta [aponta para (2n + 1) + 2n]. 
Professora: Pois, por exclusão de partes. Mas se calhar é melhor verifi-
cares. E se não for nenhuma? 
Sofia: [escreve 5 + 4 = 9] Com a figura 2, dá o número de pontos. Agora 
vou experimentar com a 3 [escreve 7 + 6 = 13]. Dá. 
 
Perante o facto de ter encontrado dois casos em que a fórmula lhe permite obter 
o número de pontos esperado, de acordo com a figura que observou, Sofia parece sentir-
se confortável, aceitando-a como válida. Esta situação leva-me a insistir, questionando-a 
directamente sobre o que lhe garante essa validade, uma vez que esta fórmula, ao con-
trário da anterior, não resulta de uma decomposição geométrica efectuada por si: 
 
Professora: Hum. E agora vou fazer-te uma pergunta um bocadinho 
mais complicada. Então, mas… Funciona para a figura 2 e para a figura 
3, tens a certeza de que vai funcionar para todas? Porque é que não há-de 
falhar com o seguinte? 
Sofia: Pois. Então vou experimentar com o seguinte. 
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Professora: E com o outro a seguir? E ficamos aqui toda a manhã? Diz-
me uma coisa, é possível… Tu tens uma expressão que é diferente dessa, 
não é? 
Sofia: Sim. 
Professora: Aqui, se em vez de usares um x fosse um n, era 4n + 1, não 
é? Em que medida é que esta expressão é tão diferente dessa?  
 
Apesar de ter seleccionado a opção correcta, Sofia não sente a necessidade de 
provar algebricamente a equivalência das fórmulas, sentindo-se satisfeita com a concre-
tização de um número finito de casos, o que não é suficiente. Neste ponto, revela mar-
gem para progredir, nomeadamente no que diz respeito ao desenvolvimento da preocu-
pação em demonstrar as suas conjecturas, quando tal se justifica. 
Após a minha sugestão de que compare as duas expressões, observo que Sofia 
procede à simplificação com sucesso: 
 
Sofia: (Pausa.) Acho que dava porque está aqui 2n e mais 2n. E dá 4n. 
Professora: Hum, hum. 
Sofia: Depois mais 1 e também está aqui mais 1.  
 
Manipulação da expressão algébrica. Em seguida, Sofia é confrontada com a 
expressão 2 (2n + 1) – 1. A sua primeira reacção é a de voltar a “experimentar”, isto é, 
procurar tirar conclusões com base na avaliação da expressão algébrica, para os diversos 
valores particulares que n pode tomar. No entanto, este processo de “experimentação” 
assume contornos distintos, uma vez que envolve a manipulação algébrica da expressão: 
 
Sofia: Posso experimentar? 
Professora: Hum, hum. 
Sofia: [pausa] Dá 9. 
Professora: Porquê, o que é que estás a fazer? 
Sofia: Então, pronto, multipliquei, aqui pus 2, deu 4n + 2 – 1. Então, 
substitui-se o 2, como eu estou a fazer naquele exemplo… 
Professora: Hum, hum. 
Sofia: E dá 8… 8 mais 2, 10, e 10 menos 1, 9. 
Professora: Pois, já tínhamos visto. Então funciona para a figura 2, é 
isso? 
Sofia: Sim, para a figura 2, dá [pausa] Aqui também dá, na 3, porque 3 
vezes 4, 12, mais 2, 14, menos 1, 13. 
Professora: Hum, hum. E tu não consegues chegar à tua expressão? 
Consegues? 4n + 1? 
Sofia: Consigo. Então, 4n + 2 – 1, +1.  
 
Inicialmente, Sofia testa a fórmula para alguns valores, procurando ganhar 
alguma intuição sobre a possibilidade de esta ser, ou não, válida nesta situação. Para 
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facilitar os cálculos, aplica a propriedade distributiva, multiplicando n + 1 por 2, e só 
depois efectua a avaliação da expressão, substituindo n por 2 e por 3. Quando lhe per-
gunto se é capaz de concluir a sua transformação de modo a obter a expressão inicial, 
consegue fazê-lo sem problemas. 
Nos casos em que não há equivalência entre as expressões algébricas, Sofia 
reconhece-o imediatamente, baseando o seu raciocínio nos contra-exemplos que encon-
tra. Por outro lado, garantir que existe equivalência entre as expressões algébricas é uma 
questão mais complexa. Embora não sinta, espontaneamente, a necessidade de uma 
demonstração, Sofia mostra que consegue manipular as expressões algébricas, trans-
formando-as na expressão inicial. Nos dois casos em que o faz, adiciona os termos 
semelhantes e aplica correctamente a propriedade distributiva da multiplicação em rela-
ção à adição. 
 
Reflexão 
Nesta segunda entrevista, Sofia adopta, na primeira abordagem à sequência, a 
estratégia do uso da covariação. Uma vez que esta sequência tem novamente a particula-
ridade de estar associada a uma representação geométrica, começa pela contagem e pelo 
registo do número de pontos em cada figura. Esse conhecimento permite-lhe estabelecer 
as diferenças entre o número de pontos de figuras consecutivas e, assim, perceber o 
modo como o aumento no número da figura o altera. Esta estratégia de uso da covaria-
ção é importante porque lhe confere a possibilidade de continuar a construir a sequên-
cia, revelando-se particularmente eficaz na caracterização de figuras próximas das já 
representadas. 
Neste momento, Sofia mostra-se também mais à vontade para proceder à explo-
ração de questões mais exigentes. Para a aluna, a necessidade de compreender a relação 
de correspondência entre as variáveis, surge logo que a estratégia de uso da covariação 
deixa de ser útil, isto é, quando pretende caracterizar a 100.ª figura. Apesar de a sequên-
cia estar associada a uma representação geométrica, começa por considerar apenas os 
valores numéricos correspondentes em cada uma das variáveis, procurando uma relação 
aritmética entre eles. É com base em apenas dois casos particulares que conjectura que a 
regra será a de multiplicar a ordem por si própria e somar quatro unidades, ideia que vê 
falhar quando testa outros exemplos. 
Sofia mostra que consegue abandonar esta estratégia numérica construindo uma 
estratégia completamente diferente, baseada na decomposição da figura em partes cujo 
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número de pontos identifica com a sua ordem. A aluna consegue, então, estabelecer uma 
relação de correspondência entre as variáveis. Nesta segunda entrevista é notória a con-
fiança que tem para arriscar a construção de algo novo e para procurar a generalização, 
mesmo antes de esta lhe ser solicitada. A aluna revela, ainda, que é capaz de utilizar a 
linguagem algébrica para exprimir a generalização da relação funcional. 
Relativamente à compreensão da equivalência de expressões, procura avaliar 
cada uma das expressões em casos particulares, mostrando encarar a letra nelas inserida 
como variável. Quando encontra um caso particular em que a expressão produz um 
valor distinto do esperado, assinala-a como inadequada. Sofia identifica a expressão 
correcta por exclusão de partes, não sentindo a necessidade de manipular as expressões 
transformando-as na expressão inicial. No entanto, quando essa manipulação é útil para 
si, para facilitar os cálculos na substituição de n por um determinado valor, ou quando é 
solicitada directamente por mim, consegue fazê-la sem dificuldades. 
5.4.2. Exploração de funções 
Na primeira questão sobre a corrida entre Miguel e Rita, Sofia recorre ao gráfico 
procurando perceber quem ganhou. Embora não exista indicação sobre a linha que cor-
responde a cada um, o facto de Rita partir com um avanço de 200 metros permite-lhe 
fazer essa distinção de modo correcto. Assim, conclui que Miguel venceu a corrida por-
que “chegou mais ou menos 500 segundos depois”, enquanto Rita, “mesmo com o 
avanço, chegou em 600 segundos.” Sofia interpreta, sem grandes dificuldades, a situa-
ção de Miguel, na qual se assume a existência de uma relação de proporcionalidade 
directa entre as variáveis tempo e distância percorrida. 
 
Determinação de uma imagem 
Uso da correspondência. A interpretação da constante de proporcionalidade, 4, 
permite-lhe compreender o modo como evolui o número de metros, por cada incremen-
to de 1 segundo na variável tempo. Deste modo, observa que Miguel estará a 8 metros, 
ao fim de 2 segundos: 
 
Professora: Como é que tu sabes que a 1 segundo correspondem 4 
metros? 
Sofia: Então, porque ele percorre 4 metros por segundo. 
Professora: Sim. E do 8, como é que chegaste ao 2? 
Explorando relações funcionais no 8.º ano 
99 
Sofia: Então, 2 vezes 4, 8. 
 
Para obter qualquer imagem, a aluna multiplica o número de segundos por 4, 
evidenciando o uso da relação de correspondência entre os valores das variáveis. 
 
Determinação de um objecto 
Inversão do raciocínio. Quando necessita de determinar um objecto, dada a res-
pectiva imagem, a aluna observa que pode dividir cada distância pela constante de pro-
porcionalidade. Este raciocínio, inverso do que utilizou para determinar uma imagem, é 
o que utiliza no exemplo que se segue: 
 
Sofia: Agora estou a pensar se, por exemplo… O 8 a dividir por 4 é 2. O 
4 a dividir por 4 dá 1. Agora se puser aqui o 20 a dividir por 4, é 5.  
 
Sofia utiliza esta estratégia nos casos dos valores 1200 e 2000, obtendo 300 e 
500, respectivamente. 
 
Generalização 
Nesta situação, em que existe proporcionalidade directa, a aluna não revela 
qualquer hesitação quanto a este aspecto: 
 
Professora: Então a cada x faz corresponder o quê? 
Sofia: 4x. 
Professora: Porquê? 
Sofia: Porque 4 vezes o tempo dá sempre a distância.  
 
Influenciada pelo raciocínio que já tinha desenvolvido, no preenchimento das 
primeiras entradas da tabela, Sofia justifica a generalização com base na relação de cor-
respondência entre as variáveis em jogo: o tempo e a distância. Esta descrição verbal é 
acompanhada por uma representação simbólica correcta. Ao longo do diálogo a aluna 
preenche correctamente toda a tabela, como se pode constatar na figura que se segue: 
 
 
Figura 15. Entrevista 2 – Questão II. 2. 
 
Terminada a análise do caso de Miguel, Sofia foca a sua atenção no que sucede a 
Rita. Nessa situação não existe uma relação de proporcionalidade directa entre as variá-
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veis tempo e distância percorrida. A aluna adopta estratégias distintas consoante a pro-
ximidade do objecto, relativamente aos que se encontram representados nas primeiras 
entradas da tabela. 
 
Determinação da imagem de um objecto próximo 
Uso da covariação. Quando se trata de um número reduzido de segundos, a aluna 
utiliza a constante de proporcionalidade para determinar a respectiva distância, seguindo 
uma estratégia aditiva: 
 
Sofia: Então, está aqui a dizer que a Rita corre 3 metros por segundo. 
Então, como aos 0 segundos ela estava no 200, ao 1 segundo, ela estava 
no 203. 
Professora: E agora estás outra vez a fazer contas e não me dizes… 
Sofia: Pois…  
Professora: Então? 
Sofia: Agora, aos 3 segundos ela vai estar nos 209. 
Professora: Hum, hum. 
Sofia: Na 4, vai estar nos 212 e na 5 vai estar no 215.  
 
Determinação da imagem de um objecto distante 
Leitura do gráfico. Quando procura uma distância referente a um número maior 
de segundos, Sofia revela algumas dificuldades. A estratégia aditiva que utilizou ante-
riormente torna-se ineficaz para determinar a distância que corresponde a 100 segundos. 
Opta, então, por observar novamente o gráfico, procurando identificar o valor que cor-
responde a 100 no eixo das ordenadas. Uma vez que não o consegue fazer com precisão, 
desiste deste processo e procura outra estratégia. 
Procura de uma regra geral / Uso da relação de correspondência. Em seguida, 
Sofia mantém-se em silêncio durante um período prolongado de tempo. Percebo, um 
pouco mais tarde, que tal como sucedeu na exploração da sequência, a sua intenção é a 
de encontrar uma expressão geral que relacione as duas variáveis: 
 
Professora: Hum, hum. E agora, aos 100? [pausa] Estavas a olhar para o 
gráfico, não era? 
Sofia: Hum, hum. 
Professora: Mas o gráfico não era muito preciso. 
Sofia: Pois. Não. 
Professora: Então, que cálculos tens que fazer? 
Sofia: Vamos ter que encontrar uma expressão que dê sempre. 
Professora: Hum, hum. 
Sofia: Por exemplo, o tempo, e que dê a distância, ou a distância, o tempo.  
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Quando procura essa expressão, a aluna hesita bastante. O facto de permanecer 
calada evidencia o facto de não ter compreendido a relação de correspondência entre as 
variáveis. É necessária alguma insistência da minha parte, para que não continue a fazer 
cálculos em silêncio, levando-a a exteriorizar os raciocínios que desenvolve. Sofia 
expressa a maior facilidade que sentiu quando o número de segundos era reduzido e 
sugere necessitar de algo mais para determinar, com eficácia, a distância que correspon-
de aos 100 segundos: 
 
Professora: Podes dizer. Se estiver mal ao princípio, não faz diferença. 
Estás a olhar para os anteriores, não é? 
Sofia: Hum, hum. 
Professora: E então? No 203, como é que o obtiveste? 
Sofia: Foi, como ela estava, pronto, ao primeiro segundo, ela avançou 3. 
Era mais fácil. Mas agora o 100 é que tem que se arranjar mais alguma 
coisa para saber a distância. 
 
A partir deste momento, Sofia tenta compreender, em casos concretos, a relação 
existente entre uma imagem e o respectivo objecto, começando por analisar o que se 
passa com o 206. A sua primeira estratégia consiste em realizar uma divisão, isto é, 
considerar os 3 metros que Rita percorre por segundo e dividir 206 por este valor. Esta 
estratégia estaria correcta caso estivéssemos numa situação em que existisse proporcio-
nalidade directa. Neste caso, a aluna não está a considerar o avanço inicial de 200 
metros, pelo que obtém um valor que não se adequa à situação: 
 
Sofia: Posso utilizar a calculadora? 
Professora: Hum, hum. Podes, claro. 
Sofia: [calcula 206/3 e apresenta uma expressão facial mais carregada] 
Professora: O que é que fizeste? Fizeste 206 a dividir por 3? 
Sofia: Sim. 
Professora: E fizeste uma cara esquisita. 
Sofia: Pois [risos]. 
 
Neste momento, Sofia apercebe-se de que este processo não a conduz a um valor 
correcto, uma vez que o objecto que corresponde a 206 é 2, bem diferente do que obteve 
a partir da divisão. Assim, vendo que não consegue encontrar uma relação entre os valo-
res de ambas as variáveis, Sofia abandona esta estratégia. 
Aplicação da regra de 3 simples. Em seguida, tenta determinar a imagem de 100 
aplicando, indevidamente, a regra de 3 simples: 
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Figura 16. Entrevista 2 – Questão II. 2. 
 
Quando termina, olha para o que escreveu e apercebe-se de que 10 300 não é um 
valor que faça sentido no contexto do problema. Esta reacção é bem visível na sua 
expressão facial, nesse momento da entrevista: 
 
Professora: Estás novamente com uma cara estranha, o que é que se pas-
sou, explica lá o que fizeste? 
Sofia: Pois. Então, eu fiz assim, se ela em 2 segundos percorre 206 
metros, em 100 segundos ela vai percorrer x. 
Professora: Hum, hum. E depois, deu-te 10 300 e tu achaste um bocado 
estranho. 
Sofia: Pois. Não dá, porque ela só percorre 2000 metros.  
 
A aluna critica o valor 10 300 que obteve, por reparar que é superior aos 2000 
metros que tem a pista de atletismo. Mais uma vez, esta estratégia só teria tido sucesso 
se existisse uma relação de proporcionalidade directa entre as variáveis. 
Procura de uma regra geral / Uso da relação de correspondência. Após estas ten-
tativas infrutíferas, Sofia mostra-se confusa. No decurso da entrevista, procuro saber se 
nota alguma diferença entre os casos de Rita e Miguel, que possa justificar o acréscimo 
de dificuldade que está a sentir. Observando que Rita tem um avanço inicial de 200 
metros, a aluna retoma a ideia anterior e escreve uma expressão algébrica que generaliza 
a relação de correspondência entre as variáveis: 
 
Professora: O que é que te baralha, na Rita, que a torna mais difícil que 
o Miguel? 
Sofia: Por causa que ela já tinha mais 200 metros que o Miguel. 
Professora: Então basta resolveres esse problema e já sabes o que é que 
hás-de fazer, não é? 
Sofia: [escreve a expressão algébrica 3x + 200] A calculadora, stora… 
Professora: A calculadora. Então, conta lá, o que é que significa isso que 
escreveste? 
Sofia: Então era os 200 metros que ela já tinha de avanço, mais… 3 
vezes o… Pronto, o tempo que ela percorre, porque ela percorre 3 metros 
por segundo. Então é 200 mais 3 vezes… 
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Uma vez escrita a expressão geral, a aluna determina, com facilidade, o valor 
que corresponde a 100, efectuando duas operações: a multiplicação por 3 e, em seguida, 
a adição dos 200 metros. 
 
Determinação de um objecto 
Inversão do raciocínio. Quando lhe é pedido que determine o número de segun-
dos que corresponde aos 400 metros, Sofia vai digitando na calculadora, em silêncio. 
Após nova insistência para que vá explicando o que está a introduzir na calculadora, 
revela nova dificuldade: 
 
Professora: Vai dizendo… 1400 a dividir… 
Sofia: Por 3. 
Professora: Por 3… [pausa] Então, o que é que experimentaste, explica 
lá? 
Sofia: Então, experimentei… Tipo, fazer as contas ao contrário. Ali… 
1400 a dividir por 3, menos 200. 
Professora: Hum, hum. E depois não ficaste muito encorajada, por-
que…? 
Sofia: Porque deu um número decimal. 
Professora: Hum, hum. E depois tentaste outra coisa a seguir, que foi? 
Sofia: Foi verificar… Foi 1400… Não… Foi o número que deu, vezes 3, 
mais 200.  
 
É notório que Sofia procura inverter o raciocínio que desenvolveu inicialmente. 
Para isso, inverte as duas operações que utilizou, considerando a necessidade de fazer 
uma divisão e uma subtracção. No entanto, a inversão do processo anterior não é reali-
zada com sucesso, já que a aluna não inverte a ordem pela qual deve fazer as operações. 
O facto de ter obtido uma dízima que não esperava, leva-a a sentir a necessidade de 
fazer uma verificação. Como não volta a obter 1400, apercebe-se do erro que cometeu. 
Perante este resultado, tenta efectuar as operações pela ordem contrária à que tentou da 
primeira vez, o que acaba por ser uma estratégia correcta. 
É interessante verificar que, na fase final do seu raciocínio, a aluna reconhece 
que na determinação da imagem do objecto 100 não devia ter usado a regra de 3 sim-
ples: 
 
Professora: Na primeira parte já tinhas escrito aí… uma regra de 3 sim-
ples, continuas a achar que isso está certo? 
Sofia: Não. 
Professora: Porquê? 
Sofia: Porque não é proporcionalidade directa.  
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Generalização 
Na situação de Rita, a generalização da relação funcional surge, mais uma vez, 
no momento em que Sofia tenta determinar a imagem que corresponde a um valor dis-
tante e não apenas quando é solicitada. Esta generalização é expressa com recurso à 
linguagem algébrica, de modo correcto. 
 
Reflexão 
Ao longo desta segunda entrevista, Sofia interpreta a situação em que existe pro-
porcionalidade directa com bastante facilidade, conseguindo determinar imagens de 
objectos dados à partida e vice-versa. Ao contrário do que sucedeu anteriormente, a 
aluna adopta imediatamente como estratégia o uso da relação de correspondência. Além 
disso, utiliza também a inversão do raciocínio como ferramenta importante para a sua 
validação e para a determinação de objectos. A generalização da relação funcional surge 
de um modo natural. 
A situação em que não existe proporcionalidade directa revela-se mais complexa 
para a aluna, uma vez que não compreende, de imediato, o modo como se relacionam as 
variáveis. Assim, volta a recorrer à covariação para determinar as distâncias relativas 
aos primeiros segundos. Quando esta estratégia se mostra ineficaz e na ausência de 
representações geométricas que suportem o seu raciocínio, Sofia procura a informação 
de que necessita no gráfico. Isto mostra que a aluna compreende que esta é uma outra 
representação possível para a relação entre as variáveis com que se encontra a trabalhar. 
No entanto, a falta de rigor que esta leitura causaria, devida à inexistência de uma grelha 
ajustada às escalas dos eixos, não a deixa satisfeita com este processo, manifestando a 
necessidade de encontrar uma expressão algébrica. No sentido de compreender a relação 
de correspondência entre as variáveis, que facilitaria a construção dessa expressão, pro-
cura compreender o caso concreto dos 206 segundos. Em seguida, arrisca a adopção de 
duas estratégias, que não se adequam à situação em causa, por não existir proporciona-
lidade directa, facto que reconhece explicitamente mais adiante. Do meu ponto de vista, 
é saudável o facto de Sofia ter concretizado estas estratégias, apesar de serem inadequa-
das. O facto de ter ultrapassado o receio de experimentar, constituiu uma oportunidade 
para que colocasse em prática o seu sentido crítico, ajuizando, em cada momento, a 
adequação dos valores obtidos. O momento crucial no seu desempenho é aquele em que 
consegue incluir o valor inicial na sua resolução, escrevendo imediatamente uma 
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expressão algébrica que generaliza a relação funcional. Em qualquer destas situações, 
não revela dificuldades na expressão da generalização através da linguagem algébrica. 
5.4.3. Resolução de problemas envolvendo a linguagem algébrica 
Na questão II.3. pretende-se determinar em que instante se cruzam Rita e 
Miguel, isto é, o valor x para o qual as distâncias percorridas por ambos são iguais. 
Sofia não hesita, formulando uma equação que envolve as expressões algébricas respei-
tantes a cada uma das funções: 
 
Sofia: Pois. Então, vou, ver qual é que é… Pronto, quando é que eles se 
vão encontrar. Tentar… [escreve] 
 
 
 
Professora: Hum, hum. E essa expressão que escreveste? 
Sofia: [pausa, enquanto a aluna analisa o gráfico] 
Professora: Diz lá, o que é que estás a ver? 
Sofia: Eu estava aqui a ver se eles se encontravam aos 200 segundos.  
 
Como se pode observar, a aluna formula a equação e resolve-a correctamente, 
embora sem utilizar os sinais de equivalência. Depois de a resolver, verifica graficamen-
te a sua solução, evidenciando, de novo, ser capaz de lidar com diferentes representa-
ções da relação funcional e de procurar certificar-se se o seu raciocínio tem sentido no 
contexto da questão. Confiante de que ambos se cruzam ao fim de 200 segundos, utiliza 
novamente as expressões algébricas, mas agora para determinar a distância percorrida: 
Sofia: [escreve] 
 
 
 
Professora: E então? 
Sofia: Eles vão-se encontrar aos 800 metros.  
 
Por fim, Sofia explica que transformou a resolução deste problema na procura de 
um valor específico que produzisse um mesmo valor em ambas as expressões: 
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Sofia: Nesta… Pronto… Nesta equação… 
Professora: Pois, nessa equação… 
Sofia: [Nesta equação] Que eu fiz, tinha que dar um número exacto. 
Professora: Pois. E porque é que tu escolheste essa equação 
4x = 3x + 200? 
Sofia: Porque a distância que ele tinha percorrido tinha que ser igual à 
que ela percorreu.  
 
Reflexão 
Na primeira entrevista, como vimos, Sofia tinha grande dificuldade em resolver 
equações. Nesta tarefa, a aluna formula uma equação e lida com a letra x no seu papel 
de incógnita, resolvendo-a correctamente e determinando o valor que corresponde a 
uma distância comum. Nota-se que recorre à equação como um instrumento que lhe 
permite resolver o problema de forma eficaz. Por fim, interpreta o valor obtido no con-
texto da situação e avalia correctamente o valor de ambas as expressões para x = 200, 
determinando a distância percorrida por Rita e Miguel no instante em que se cruzam. 
Observa-se assim que consegue lidar adequadamente com a linguagem algébrica, tiran-
do partido das expressões de que dispõe. 
5.4.4. Interpretação da linguagem algébrica 
Letra como incógnita 
Na segunda entrevista, Sofia continua a sentir-se bastante confortável sempre 
que a letra pode ser interpretada como incógnita. Apesar de ter resolvido equações por 
métodos formais na sala de aula, ao longo do período que decorreu entre as duas entre-
vistas, continua a utilizar um método intuitivo quando a situação assim o permite. Deste 
modo, tal como o fez na entrevista anterior, identifica de imediato o valor 23 como 
solução da equação de tipo aritmético a + 1 = 24, por ser o único valor que somado com 
uma unidade perfaz 24. 
Na equação de tipo algébrico da alínea f), 2x + 3 = 4x – 1, a aluna permanece 
calada durante algum tempo. Quando é questionada sobre o seu silêncio, explica que 
está a tentar resolver a equação. Numa primeira fase, escreve o seguinte: 
 
2ݔ ൅ 3 ൌ 4ݔ െ 1 
֞ 2ݔ െ 4ݔ ൌ െ1 ൅ 3 
֞ െ2ݔ ൌ 2 
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֞ ݔ ൌ
2
െ2 ൌ െ1 
 
A sua intenção seria resolvê-la pelo processo que envolve a transposição de ter-
mos de um membro para o outro. No entanto, a resolução rápida que efectua leva-a a 
cometer um erro, logo na primeira equivalência. Este erro consiste na passagem do ter-
mo 3 para o 2.º membro, sem a respectiva alteração para -3. Quando acaba de escrever, 
continua a olhar fixamente para o que fez, em silêncio, procurando identificar eventuais 
incorrecções na sua resolução. Antes de corresponder ao meu pedido para que explique 
o seu processo de resolução, Sofia opta por resolver a equação novamente. Mais tarde 
explica que o fez por se ter apercebido de que tinha cometido um erro ao passar um 
termo para o 2.º membro da equação: 
 
Professora: Não me queres explicar, o que fizeste? Porque é que estás 
tão pensativa a olhar para aí? 
Sofia: [traça uma cruz sobre o que fez] Enganei-me ali num sinal [reco-
meça a escrever]. 
 
 
 
Professora: E agora o que é que estás a fazer? 
Sofia: Pois, fiz tudo de novo, por causa que aqui, enganei-me num sinal. 
Professora: Hum, hum. 
Sofia: Não troquei o +3 pelo –3. E agora já troquei.  
 
Sofia evidencia a capacidade de analisar criticamente o seu trabalho, tentando 
encontrar eventuais erros. Quando isso acontece mostra que é capaz de os corrigir 
obtendo, desta feita, a solução correcta. No entanto, para ficar plenamente convicta da 
correcção do resultado, verifica se o valor que encontrou é, efectivamente, solução da 
equação: 
 
Professora: E agora sabes se está certo? 
Sofia: Fazendo as contas, substituindo o x pelo 2… 
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Está certa. 
Professora: Então, estávamos a falar do papel que a letra assume nessa 
expressão… O que é o x, nesse caso? 
Sofia: Pois, é o 2. 
Professora: Pois… É o 2. E tens mais alguma hipótese?  
 
Questionada sobre a unicidade da solução, Sofia resolve testar, por meio de 
outra verificação, se x = –2 poderia ser, também, solução. Isto pode ter sido influencia-
do pela sua experiência na resolução de equações do 2.º grau que, nessa altura, estava a 
ser trabalhada nas aulas que, em alguns casos, têm como soluções dois números simétri-
cos. A aluna toma a iniciativa de fazer esta verificação como precaução, procurando 
garantir que não se esquece de uma solução. Rapidamente verifica que –2 não é solução, 
dando a sua resposta anterior por concluída. 
 
Letra como número generalizado 
Na segunda entrevista, Sofia manifesta progressos visíveis na interpretação da 
letra como possível representante de vários números. Relativamente às expressões n + 3 
e a (b + c) = ab + ac, às quais não se tinha referido na primeira entrevista, responde o 
seguinte: 
 
Professora: E na b)? 
Sofia: Então, na b) é n, que pode ser qualquer número, mais três. (…) 
Professora: O que é que essas letras têm… Qual é o papel dessas letras, 
aí? Porque é que alguém escreve a, parêntesis, b mais c, fecha parêntesis, 
é igual a ab mais ac? 
Sofia: Então, é para multiplicar o a pelo b e o a pelo c. 
Professora: Só quando é um a, um b e um c que estão em questão, é 
isso? 
Sofia: Não, pode ser qualquer número ou letra. 
 
No que diz respeito às expressões 2x e n2, observa-se que, neste momento, as 
distingue claramente, manifestando mais uma vez a possibilidade de a letra tomar mais 
de um valor: 
 
Sofia: 2x é dois vezes qualquer número. 
Professora: (…) Então e na g) [n2]? 
Sofia: Então, é n vezes n. 
Professora: n vezes n? 
Sofia: Sim. 
Professora: E isso quer dizer o quê? 
Sofia: Então é um número, que pode ser qualquer, multiplicado por si 
mesmo. 
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Professora: Hum, hum. Então é o mesmo do que na d) [2x]? 
Sofia: Não [convicta]. 
Professora: Não, porquê? 
Sofia: Porque, na d), [2x] é duas vezes esse número e na g) [n2] é esse 
número vezes esse número.  
 
Letra como variável 
É na interpretação da letra como variável que Sofia revela maiores dificuldades 
em explicar o seu raciocínio. Perante a familiaridade que tem com a fórmula dada, con-
tinua a associá-la ao conceito de área, mas exprime de forma mais clara do que na pri-
meira entrevista a relação de dependência existente entre as variáveis: 
 
Sofia: O significado? Então, o A, da área, é igual ao comprimento vezes 
a largura. 
Professora: Hum, hum. Sim. Mas qual é o papel que elas [as letras] 
desempenham? Servem para quê? São todas… Alguma delas é incógni-
ta? Alguma delas é variável, como é que é? 
Sofia: Sim, são variáveis, porque a área depende do comprimento e da 
largura.  
 
Reflexão 
Após a unidade de ensino, quando Sofia foca a sua atenção numa equação, onde 
a letra desempenha o papel de incógnita, continua a procurar imediatamente resolvê-la 
mas mostra, que o consegue fazer por métodos intuitivos e formais. O facto de ter apli-
cado com rapidez um processo de resolução da equação leva-a a cometer um ou outro 
erro de eliminação. No entanto, o seu sentido crítico e a preocupação em apresentar um 
trabalho com qualidade leva-a a olhar de novo para o seu trabalho, revelando capacida-
de de corrigir o erro que cometeu e verificar se o valor obtido é solução. Revela igual-
mente fortes progressos na compreensão do significado das expressões algébricas. O 
trabalho realizado nesta unidade ajudou-a a recordar o que tinha estudado em anos ante-
riores e esquecido e promoveu o esclarecimento de diversas dificuldades. 
5.4.5. Resolução de equações do 1.º grau 
Equações com apenas uma letra 
Como já foi observado, a aluna resolve equações do 1.º grau de forma intuitiva 
ou pelo método da transposição, quando o considera necessário. A aluna apresenta uma 
resolução incorrecta para 2x + 3 = 4x – 1, corrige-a e obtém uma nova solução que aca-
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ba por verificar, substituindo esse valor na equação inicial. Na parte final da entrevista 
pretende-se que resolva a equação ௫
଺
൅ ଶሺହିଶ௫ሻ
ଷ
ൌ ଺௫
ଶ
െ 5, que é um pouco mais elabora-
da, visto que inclui parêntesis e denominadores. A aluna usa novamente a metodologia 
de transposição: 
 
 
Figura 17. Entrevista 2 – Questão III. 
 
Quando termina, explica oralmente a sua resolução: 
 
Então, aqui multipliquei por 2 todos os números que estavam dentro dos 
parêntesis. Aqui, reduzi ao mesmo denominador. Aqui separei os termos 
com incógnita dos sem incógnita. Depois fiz as… Pronto, as contas… x – 
8x – 18x e 30 – 20, que deu –25x = 10. Depois tirei o… Como –25 estava 
a multiplicar por x, e como muda de… Para o outro lado do igual, fica a 
dividir, então 10 por –25, é igual a –0,4.  
 
A sua resolução contém, apenas, um erro de eliminação, quando deixa de consi-
derar –30 para escrever 30 na linha seguinte. Embora cometa este erro, que não lhe 
permite obter a solução correcta, é visível que efectua diversos procedimentos de forma 
acertada: (i) aplicação da propriedade distributiva da multiplicação em relação à adição 
para desembaraçar de parêntesis; (ii) eliminação de denominadores; (iii) simplificação 
de expressões algébricas por adição de termos semelhantes, mesmo quando um dos ter-
mos do 1.º grau tem coeficiente igual a 1, como sucede em x – 8x – 18x; e (iv) isola-
mento da incógnita numa equação como – 25x = 10, por divisão de 10 por –25. 
A sua explicação oral contém algumas imprecisões de linguagem, nomeadamen-
te quando se refere aos “números que estavam dentro dos parêntesis”. No entanto é per-
ceptível, a partir do seu discurso, o facto de atender às operações envolvidas e efectuar 
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operações inversas, como sucede quando refere ter que dividir 10 por –25, porque “–25 
estava a multiplicar por x”. 
 
Equações literais 
Uma das questões da tarefa resolvida nesta segunda entrevista requer a resolução 
da equação y = 3x + 200 em ordem a x. Sofia inicia a sua explicação referindo a neces-
sidade de “isolar” x num dos membros: 
 
Sofia: Vou resolver em ordem a x. 
Professora: Hum, hum. O que é que isso significa, resolver em ordem a 
x? 
Sofia: Então, x é igual a… Pronto, tenho que trocar aqui as ordens. 
 
Na parte final deste excerto, a aluna refere, de um modo algo impreciso, a passa-
gem de termos de um membro para o outro, no sentido de isolar os termos em x. Reve-
lando alguma dificuldade em explicar o que significa, para si, resolver a equação em 
ordem a x, Sofia interrompe o que está a dizer e escreve a resolução, aplicando as mes-
mas regras práticas que utilizou para resolver equações com apenas uma letra: 
 
 
Figura 18. Entrevista 2 – Questão II. 4. 
 
Professora: Hum, hum. Então e como é que… Explica lá como é que tu 
fazes esses cálculos? Passaste o 3x para o primeiro membro… 
Sofia: Então, como aqui tinha sinal +, quando se passa para o outro lado 
do igual, fica com o sinal oposto. Aqui o y estava com… Era positivo, 
passou para o outro lado, ficou negativo e depois como… 
Professora: Mas o que é que justifica tu passares o 3x para o primeiro 
membro e os restantes termos para o segundo? Porque é que não deixaste 
o y no segundo? 
Sofia: Porque nós queremos resolver em ordem a x. 
Professora: Hum, hum, e isso significa? 
Sofia: Que tenho que deixar o x sozinho. Não pode estar lá o 3.  
 
Sofia resolve a equação literal de forma correcta, não revelando dificuldades em 
aceitar que a resolução termina quando consegue obter uma expressão algébrica que 
represente x. A sua resolução envolve a aplicação de diversos procedimentos que apren-
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deu. No entanto, é notória a sua dificuldade em explicar o significado da equação literal 
e da actividade que desenvolveu. Embora, na resolução, distinga os papéis de x e de y, 
revela ainda dificuldade na interpretação dos papéis desempenhados por cada uma das 
letras. A este propósito, refere: 
 
Professora: Então e se eu te perguntar assim, alguma dessas letras é uma 
incógnita, o que é que tu me respondes? 
Sofia: O x? 
Professora: O x é sempre a incógnita, é? Estás a falar de onde…? 
Sofia: [pausa] O x e o y, porque nós não sabemos o valor dessas letras.  
 
Em seguida, e tendo em conta que x representa o tempo e y representa a distân-
cia, Sofia reconhece que dado o valor da distância, a equação literal permite determinar 
o tempo correspondente e vice-versa. No entanto, não se refere de modo espontâneo a 
esta possibilidade como uma vantagem desta resolução. 
 
Reflexão 
Ao longo da tarefa resolvida na segunda entrevista, Sofia recorre à resolução de 
equações em diversas situações. As primeiras equações do 1.º grau com que se depara 
nesta entrevista são de tipo aritmético e algébrico, com um grau de dificuldade reduzi-
do. Relativamente a estas equações, Sofia tem um desempenho muito superior ao da 
primeira entrevista. Como já vimos, na resolução do problema revela a capacidade de 
formular uma equação e de a resolver, de modo a chegar a alguma conclusão sobre a 
situação apresentada. Mostra também que sabe resolver equações do 1.º grau um pouco 
mais complexas, contendo parêntesis e denominadores, embora cometa um erro relativo 
a um sinal, que não lhe permite obter a solução correcta. 
Sofia revela também um bom desempenho na resolução da equação literal em 
ordem a x, aplicando correctamente as regras que utiliza na resolução das restantes 
equações do 1.º grau. Por outro lado revela ter consciência de que x assume um papel 
distinto das restantes variáveis. A aluna não revela qualquer estranheza pelo facto de 
não obter um valor numérico mas sim uma expressão algébrica que represente x, acei-
tando ter atingido o seu objectivo nesse momento. 
O ponto onde manifesta maior dificuldade é na descrição oral do significado 
desta actividade que consiste em “resolver em ordem a x”. Não é claro se reconhece 
alguma vantagem na resolução da equação, em ordem a uma das variáveis, limitando-se 
a fazê-lo do modo que para si é habitual. 
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5.5. A evolução de Sofia 
Ao longo do presente capítulo caracterizo o desempenho de Sofia na primeira 
entrevista, saliento alguns momentos significativos que viveu durante a realização da 
unidade de ensino e, por fim, analiso o que sucedeu na segunda entrevista. Depois de ter 
traçado estes três cenários faz sentido olhar retrospectivamente para a continuidade do 
percurso que efectuou, identificando dificuldades e possíveis aprendizagens. 
Relativamente às estratégias que Sofia utiliza para lidar com situações que 
envolvem variáveis há diversos aspectos pertinentes, sobre os quais considero importan-
te reflectir. Na primeira entrevista, quando ainda não contactou com este tipo de tarefa, 
a aluna recorre, intuitivamente, ao uso da covariação, que se revela, para si, a estratégia 
mais imediata. Esta permite-lhe imaginar a continuação da sequência e caracterizar as 
figuras iniciais. As suas dificuldades surgem quando esta estratégia se torna menos 
cómoda, pois não é capaz de, autonomamente, construir uma estratégia diferente. Toda-
via, existem no seu discurso, indícios de que, com algum suporte adicional, pode vir a 
construir uma nova estratégia, por identificação da relação de correspondência entre as 
variáveis. Nesta entrevista não chega a conseguir concretizar este raciocínio. Por outro 
lado, a associação que faz entre a paridade da ordem e a direcção em que os pontos são 
colocados revela a capacidade que tem de efectuar pré-generalizações. A sequência com 
que se depara aparenta alguma simplicidade, uma vez há proporcionalidade directa entre 
as variáveis e uma representação geométrica que a pode tornar mais apelativa. No 
entanto, o seu desempenho tem alguns aspectos menos conseguidos, nomeadamente na 
caracterização de uma figura distante, na decisão sobre a pertença da figura à sequência 
e na generalização da relação funcional. 
Durante a unidade de ensino, a primeira tarefa que desenvolve inclui uma 
sequência em que não existe proporcionalidade directa, pelo que o seu grau de dificul-
dade é maior. A aluna, em colaboração com uma colega, inicia o trabalho exactamente 
com a mesma estratégia – uso da covariação. Neste momento, o seu desempenho vai 
mais além do que na primeira entrevista, uma vez que, em conjunto, conseguem cons-
truir respostas correctas, a todas as questões colocadas. A representação geométrica 
associada à sequência e a decomposição da figura poderão ter contribuído para que con-
seguissem compreender a relação de correspondência existente, usassem raciocínios 
inversos e efectuassem generalizações, evidenciando compreensão. A generalização 
formulada nesta fase é expressa em linguagem corrente. Após a primeira discussão 
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geral, a reflexão sobre a possibilidade de usar a simbologia e sobre expressões algébri-
cas, com as quais já tinham contactado, foi um momento bastante importante. As restan-
tes tarefas procuram, também, contribuir para a construção progressiva destes significa-
dos. A vivência da unidade de ensino, com a resolução de tarefas de natureza investiga-
tiva, proporcionou a Sofia a oportunidade para explorar situações que envolviam varia-
ção, construindo as suas próprias estratégias, conjecturando e formulando generaliza-
ções e representando-as de um modo cada vez mais formal. 
Na segunda entrevista, o desempenho de Sofia na exploração da sequência apre-
sentada é mais elaborado. A aluna usa a covariação para caracterizar uma figura próxi-
ma e tenta, logo de seguida, encontrar uma relação de correspondência entre as variá-
veis. Nesta situação, em que mais uma vez não existe proporcionalidade directa, a com-
plexidade da figura não lhe permite identificar logo o modo como se dá essa relação. 
Procura-a, em primeiro lugar, analisando as relações aritméticas entre os valores de 
ambas as variáveis. Neste ponto, elabora uma conjectura que reconhece não ser válida, 
com base num contra-exemplo. É, de novo, a representação geométrica que lhe facilita a 
generalização, levando-a a conseguir resolver a questão completamente. Ao contrário do 
que sucedeu na primeira tarefa da unidade de ensino, uma vez compreendida a relação 
funcional, a sua expressão usando a simbologia não constitui problema para a aluna, que 
a procura utilizar com compreensão. 
Apesar de, ao longo deste estudo, as sequências com que trabalhou terem um 
grau de dificuldade progressivamente crescente, é de notar que Sofia vai sempre alar-
gando a variedade de estratégias de que dispõe: (i) na primeira entrevista, apenas analisa 
a covariação, com alguns indícios de que pode vir a usar e compreender a relação de 
correspondência; (ii) durante a unidade de ensino, usa estratégias que dizem respeito à 
covariação e à correspondência, que é compreendida com base na análise da representa-
ção geométrica; e (iii) na segunda entrevista, usa novamente ambas as estratégias, mas 
procura a relação de correspondência com e sem recurso à representação geométrica. 
Nota-se, ainda, que a estratégia usada por Sofia na exploração de cada uma das sequên-
cias, nesta fase, está relacionada com o objectivo que tem em mente e com a eficácia 
que lhe reconhece. A resolução das tarefas seguintes da unidade de ensino parece ter 
tido algum contributo relativamente a este alargamento das estratégias de que dispõe, 
nomeadamente porque lhe possibilitou a compreensão de que, em alguns casos, existem 
regularidades entre valores de variáveis distintas. 
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Na análise de funções, no seu caso mais geral, Sofia utiliza as mesmas estraté-
gias que aplicou nas sequências, quer nas aulas da unidade de ensino, quer mais tarde, 
na segunda entrevista. Contudo, não existindo nestes casos uma representação geomé-
trica que suporte o seu raciocínio, a aluna regista desempenhos distintos na situação em 
que existe proporcionalidade directa e na situação em que esta não existe. Na primeira, 
utiliza, de modo imediato, a estratégia que diz respeito à correspondência. Em seguida, 
efectua todo o raciocínio e o raciocínio inverso, com facilidade. As suas maiores difi-
culdades surgem na segunda situação. Não se apercebendo, com rapidez, da relação de 
correspondência entre as variáveis, por não ter em conta o valor da ordenada na origem, 
volta a utilizar a estratégia que diz respeito à covariação. É interessante verificar que, 
embora tenha efectuado novas aprendizagens, a aluna continua a recorrer a uma estraté-
gia intuitiva, se sente dificuldade numa dada situação. Quando pretende dar resposta às 
questões mais exigentes, um outro aspecto interessante é o facto de procurar uma 
expressão algébrica que represente a função. É nesta sua busca que tem um desempenho 
mais atribulado, uma vez que procura aplicar indevidamente duas estratégias, que só se 
adequariam a situações de proporcionalidade directa: numa delas inverte o raciocínio 
mas só considera uma das operações, em vez de ter em conta a parte aditiva e a parte 
multiplicativa; na outra, tenta a aplicação da regra de três simples, que usa, desde há 
algum tempo, com sucesso, noutro tipo de situações problemáticas. 
O facto de criticar constantemente os valores obtidos é também relevante no seu 
desempenho e permite-lhe, em cada momento, abandonar uma estratégia e construir 
outra. A dificuldade que sente nesta situação só é resolvida quando olha para o valor 
inicial 200 e se apercebe de que tem de o considerar para escrever a expressão algébrica. 
Depois desse momento, resolve a situação na totalidade, embora continue a evidenciar 
alguma confusão quando pretende inverter o raciocínio. Em ambos os casos, generaliza 
a relação funcional, expressando-a correctamente em linguagem simbólica. Esta é uma 
característica que marca o desempenho de Sofia, nesta segunda entrevista: a constante 
procura de uma generalização ou, como lhe chama por vezes, de uma fórmula, por con-
siderar que esta lhe permite resolver eficazmente parte dos seus problemas. 
É ainda de notar que, ao longo da sua resolução, a aluna lida com as múltiplas 
representações da relação funcional que tem à disposição – tabelas, gráficos e expres-
sões algébricas – encarando-as com bastante naturalidade. Para além disso, revela a 
capacidade de recorrer à representação que lhe parece mais útil em cada momento para 
obter novas informações. 
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No que se refere à compreensão da linguagem algébrica, Sofia distingue os dife-
rentes papéis que as letras podem assumir. Para além de se sentir confortável com a uti-
lização da letra como incógnita, aceita a sua utilização como número generalizado e 
utiliza-a como instrumento, na representação das generalizações que vai sentindo neces-
sidade de formular. Na interpretação da letra como variável, reconhece a existência de 
uma relação de dependência, embora não explicite a natureza dessa relação. 
Ao longo da segunda entrevista não há qualquer comentário negativo sobre a 
presença de letras, ao contrário do que sucedia anteriormente. Deste modo, o facto de 
ter passado a encará-las de um modo mais flexível parece torná-las um elemento menos 
intimidativo. A compreensão do significado das expressões algébricas é um outro 
aspecto em que Sofia revela fortes progressos. O que (não) se recordava de anos ante-
riores é revisto durante esta experiência, promovendo o esclarecimento de dificuldades 
que a aluna já tinha e reformulando as convicções prévias que construiu. 
Na resolução de equações do 1.º grau, a aluna continua a usar métodos intuitivos 
quando lhes reconhece vantagem, mas utiliza, na maior parte dos casos, os métodos 
formais que aprendeu nas aulas. O seu modo de proceder permite-lhe chegar rapidamen-
te ao final das suas resoluções, mesmo em situações mais complexas ou perante a pre-
sença de mais do que uma variável. É nas equações literais que revela maior dificuldade 
em descrever o papel desempenhado pelas letras e o sentido da actividade que desen-
volve. Ao longo da sua resolução comete erros ocasionais de eliminação, mas revela 
desenvoltura em qualquer das situações que lhe foram propostas. 
Não sendo uma grande entusiasta da disciplina de Matemática, Sofia progrediu 
bastante com esta experiência e envolveu-se activamente na resolução de todas as tare-
fas. No entanto, quando reflecte sobre a experiência desenvolvida, não revela preferên-
cia especial por nenhuma delas, salientando apenas a tarefa 3 por ter sido aquela em que 
sentiu maiores dificuldades, nomeadamente na estimação dos valores. 
Embora seja uma aluna habituada a atingir classificações superiores à maior par-
te dos colegas, na disciplina de Matemática, Sofia mostra-se retraída, na primeira entre-
vista, quando as tarefas propostas não se enquadram nos moldes a que está habituada ou 
apelam a conhecimentos anteriores. Receando falhar, não arrisca na exploração das 
situações e na construção de novo conhecimento sobre elas, mas revele algumas poten-
cialidades. Durante a unidade de ensino, o trabalho que desenvolve com outros colegas 
permite-lhe arriscar mais e ganhar confiança. Na segunda entrevista continua a revelar 
timidez, traço marcante da sua personalidade, mas procura “experimentar” e criticar o 
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que vai obtendo. Por vezes começa por adoptar estratégias que não se adequam às situa-
ções em causa, mas rapidamente as abandona. Quando isso acontece, revela a capacida-
de de utilizar estratégias alternativas, bastante distintas das iniciais. Embora continue a 
manifestar alguma falta de segurança, evidencia uma maior capacidade de se envolver 
na resolução de uma tarefa. 
Em suma, no caso de Sofia, os contributos mais relevantes da vivência desta 
unidade de ensino terão sido: (i) o alargamento das estratégias de que dispõe para explo-
rar situações que envolvem variáveis, quer no caso das sequências, quer no caso geral 
das funções; (ii) a construção de uma concepção mais lata sobre a simbologia e a capa-
cidade de a usar, em diferentes situações, com finalidades distintas; (iii) a capacidade de 
procurar e identificar regularidades nos casos com que se depara, de conjecturar e de 
procurar contra-exemplos; (iv) a eficiência no domínio e compreensão de expressões 
algébricas e na resolução de problemas e equações do 1.º grau; e (v) a preocupação em 
usar a linguagem algébrica com compreensão e de criar sentido para os valores que 
obtém, de acordo com as situações em que está a trabalhar. 
É de referir, ainda, que em cada situação que lhe é apresentada, Sofia procura 
sempre estabelecer relações entre os dados, mesmo que as situações sejam novas para 
si. A aluna revela, ao longo deste estudo, uma propensão cada vez maior para efectuar 
generalizações, que vai exprimindo de um modo cada vez mais formal, com recurso à 
linguagem simbólica. Desta forma, é visível que evolui bastante no seu pensamento 
algébrico. É um facto que esta é uma experiência de ensino relativamente curta e o pen-
samento algébrico é algo que deve ser desenvolvido desde cedo, prolongando-se ao lon-
go dos anos. No entanto, o progresso que obteve em tão curto espaço de tempo mostra 
que a aluna poderá continuar a evoluir, no sentido de compreender ainda melhor os con-
ceitos algébricos fundamentais. 
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Capítulo 6 
André 
6.1. Caracterização 
André tem 16 anos e uma personalidade algo contraditória. Nem sempre é fácil 
para outra pessoa aproximar-se dele e conseguir manter uma conversa sem que adopte 
uma postura defensiva pautada pela ironia ou pelo uso de frases curtas e monossílabos. 
Quando permite que exista maior proximidade revela-se um adolescente simpático e 
extrovertido. No entanto, a visão que tem de si mesmo é muito marcada pela negativi-
dade. Não reconhece nenhuma das suas qualidades e refere como principais defeitos a 
teimosia e a facilidade com que se distrai nas aulas. Em relação aos seus planos para o 
futuro não sabe que profissão quer ter, mas refere que tem de continuar a estudar para 
conseguir obter um emprego melhor. Reside com a mãe, empregada de balcão, e uma 
irmã mais nova também estudante. Às vezes conversa com elas sobre a escola, mas 
afirma estudar muito raramente, sem que ninguém o ajude. Nos seus tempos livres, o 
que mais gosta de fazer é jogar futebol com os amigos. 
O percurso escolar de André, que está no 8.º ano pela primeira vez, inclui três 
retenções, uma no 4.º e duas no 7.º ano. Este é o quarto ano consecutivo em que fre-
quenta esta escola. Quando o questiono sobre o seu percurso escolar, revela algum des-
conforto e, baixando o tom naturalmente elevado da sua voz, diz que o considera 
“mau”, mencionando as sete classificações inferiores a três que voltou a ter este ano, no 
final do 1.º período. As disciplinas em que regista insucesso com maior frequência são 
Matemática e Língua Portuguesa, às quais só obtém desempenhos satisfatórios quando 
se esforça mais “para passar de ano”. Em geral é um aluno com baixo rendimento esco-
lar e com uma desmotivação generalizada pelos estudos. 
No início do ano lectivo, André lamenta que a Matemática não signifique nada 
para si, ganhando apenas algum interesse quando consegue resolver as tarefas propos-
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tas. Mais tarde, relativamente às aulas deste ano lectivo, afirma “já perceber um bocado 
da matéria” mas “não se esforçar.” De facto, na aula, nota-se que os seus desempenhos 
são muito irregulares, dependendo da motivação que uma determinada tarefa lhe desper-
ta. Por vezes, envolve-se activamente, contribuindo de forma positiva para a sua resolu-
ção, individualmente ou em pequeno grupo. No entanto, quando esta é mais exigente e 
requer da sua parte um esforço adicional, adopta uma postura de expectativa, desmoti-
vando-se facilmente e manifestando uma reduzida autonomia. Nas discussões gerais, só 
intervém quando é solicitado, mas é evidente que gosta de mostrar à turma os trabalhos 
desenvolvidos com a sua contribuição, se se apercebe de que têm alguma qualidade. No 
final do 1.º Período obteve o nível 2. 
6.2. Manifestações do pensamento algébrico no início do estudo 
Na secção que se segue caracterizo as manifestações do pensamento algébrico de 
André, com base nos dados resultantes da primeira entrevista, no que se refere ao modo 
como interpreta a linguagem algébrica e à forma como explora situações que envolvem 
variáveis. 
6.2.1. Interpretação da linguagem algébrica 
Após a leitura da questão II da tarefa, André reage negativamente ao facto de 
todas as expressões incluírem símbolos literais, dizendo: “Isto das letras é mais confuso 
para mim”. Refere, no entanto, relativamente a 2x e 2x + 3 = 4x – 1 que está “mais habi-
tuado a vê-las”. Em seguida, procura desistir da interpretação das restantes afirmando: 
“As outras, não sei”. Os comentários que faz a partir desse momento surgem apenas 
após alguma insistência. 
 
Letra como incógnita 
Quando analisa o papel desempenhado pelas letras, André utiliza espontanea-
mente o termo “incógnita”. No que diz respeito à expressão da alínea c), a + 1 = 24, 
começa por dizer não lhe atribuir qualquer significado mas, em seguida, acrescenta: “a 
não ser que o a significasse um número que uma pessoa desconhece (…). Por exemplo, 
esse a, se fosse o 23, era mais 1… Pronto, 24”. O facto de interpretar a letra como 
incógnita, leva-o a procurar descobrir o seu valor. Tal como fez Sofia, resolve intuiti-
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vamente a equação a + 1 = 24 observando que 23 + 1 = 24. O aluno parece também 
compreender o que é uma equação e reconhecer se um valor é uma das suas soluções, 
quando obtém uma proposição verdadeira, após a substituição. Em seguida, perante 
uma equação mais complexa, de tipo algébrico, revela maiores dificuldades e sugere: 
“Na f) também é para fazer a conta”. A continuação do nosso diálogo permite-me com-
preender que, quando utiliza o termo “conta”, se refere à adição indevida de termos que 
não são semelhantes. Por este motivo, exprime a sua surpresa pelo facto de 4x ser um 
termo do segundo membro da equação 2x + 3 = 4x – 1, quando esperava que a soma de 
2x com 3 tivesse dado origem a 5x: 
 
André: Aqui, como é que é isto? 4x…? Se tem 2x + 3, vai dar igual… 
Professora: Não pode dar ali 4x? 
André: Não, é a maneira… Não percebo como vai dar. 
Professora: O que é que tu esperavas que desse? Explica lá. 
André: Não, porque… Não sei… Também o 3 o que é que podia estar 
aqui a fazer, se está aqui o 4x? Mas se isto é a somar e depois vai dar 
igual a 4x menos 1… (…) Se eu somasse ficaria 5x, não é, stora?  
 
É notório que André observa o binómio 2x + 3 como uma expressão que não está 
terminada e que lhe sugere a possibilidade de simplificação. Deste modo, não interpreta 
o sinal “=” como uma marca que exprime uma relação de equivalência e considera o 
sinal “+” como um indicador da necessidade de proceder a uma adição, cujo resultado 
surge à direita do “=”. Esta sua interpretação da expressão algébrica do 1.º membro e 
dos sinais “+” e “=” impede-o de conseguir resolver a equação de forma correcta. 
 
Letra como número generalizado 
Esta interpretação da letra é menos frequente no desempenho do aluno, no 
momento da primeira entrevista, uma vez que se refere preferencialmente à letra como 
incógnita: 
 
André: Não sei… Aqui… Por exemplo, onde está a dizer… 2x… Tem 
uma letra… É uma incógnita. 
Professora: É uma incógnita? O que é que quer dizer isso? Uma incógni-
ta… 
André: Acho que… É uma coisa que assim… Não se sabe, pronto… 
Tem um 2, não sabemos o que é que vem a seguir então, fica o x.  
 
Neste excerto, é visível que interpreta a letra x como uma entidade que represen-
ta apenas um número particular desconhecido. A entrevista prossegue: 
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Professora: E não sabemos, colocamos lá um x. Para quê? 
André: Para fazer a conta. 
Professora: Que conta? 
André: Aqui na d) [2x] não tem, mas na f) [2x + 3 = 4x – 1], por exem-
plo. Na d) não tem nenhuma conta, tem um 2, a seguir ao x.  
 
Observa-se que o aluno não identifica a operação de multiplicação existente 
entre a parte numérica e a parte literal do monómio 2x, evidenciando aqui uma nova 
dificuldade na interpretação da linguagem algébrica. Na sua primeira referência ao sig-
nificado de 2x coloca a hipótese deste ser um número formado por dois algarismos, sen-
do 2 o das dezenas e x o das unidades. No diálogo que se segue, o aluno reage ao cená-
rio eventual de que x tivesse o valor 4, confirmando este raciocínio, embora sem revelar 
grande confiança na sua validade: 
 
Professora: E se tu soubesses o x? Vamos imaginar que era um 4 (…). 
André: Podia ficar 24. Não sei, stora. 
Professora: Ficava 24? 
André: Não pode, acho eu, tirar assim o x para meter um 4. Já tinha que 
fazer a conta. 
Professora: Qual conta? 
André: Não sei, uma conta. Ou dizer… É igual… x é igual a 4.  
 
André não aceita esta particularização do valor de x, sugerindo que para o obter 
seria necessário fazer “uma conta”, que não identifica com clareza, ou chegar, por 
algum processo, à equação x = 4. Quando está perante expressões algébricas em que a 
letra pode representar mais do que um número, sente-se bastante inseguro. O seu 
comentário sobre a expressão n2 indica que a reconhece como uma potência e identifica 
o seu expoente, mas revela alguma preocupação por não conhecer a base: “Há aqui um 
expoente, não é? Mas eu não tenho um número que seja a base”. 
A igualdade a (b + c) = ab + ac é a única em que o aluno considera o papel da 
letra enquanto número generalizado: 
 
Professora: E na e) [a (b + c) = ab + ac]? O que é que tu achas da e)? 
André: Na e) eu acho que também é fácil porque está a substituir os 
números. 
Professora: Está a substituir os números? (…) 
André: É como se substituísse os números. 
Professora: Quais números? 
André: Não, uns números quaisquer.  
 
Em seguida, André afirma reconhecer alguma validade nesta expressão. No 
entanto, não consegue explicar o que o leva a ter esta sensação e é notório que volta a 
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não identificar a operação de multiplicação subjacente, não relacionando a expressão 
com a propriedade distributiva de que esta operação goza em relação à adição: 
 
André: Tem aqui o a, não é? 
Professora: Sim. 
André: E depois tem o parêntesis, b mais c, é como se fossem números. 
Professora: Sim. 
André: E depois tem o igual, que está aqui a explicar, que é igual a ab + 
ac (…). Não, mas é pela maneira como está a conta, como está isto feito, 
parece que tem lógica. 
 
É curioso observar que ao longo desta entrevista, André não se refere directa-
mente à expressão n + 3. No entanto, no final, quando analisa retrospectivamente o que 
fez em todas as questões comenta, intrigado: “Não sei qual é a lógica de algumas letras 
ficarem assim, como a + 1 ou n + 3. Não percebo a lógica”. 
 
Letra como variável 
No que diz respeito ao papel desempenhado pelas letras, na expressão A = c x l, 
André manifesta a sua estranheza, apesar de já ter trabalhado com ela no âmbito do 
estudo de áreas, no 1.º período deste ano lectivo: 
 
Professora: Então e a a) [A = c x l], não te diz nada? 
André: Não. 
Professora: Nada? Um A, igual a c vezes l… 
André: Não, não me diz nada (…). 
Professora: E porquê? Faz-te confusão? 
André: É… Faz confusão porque A… E depois vai dar c vezes l… Não 
estou a ver qual é… [interrompe a frase e não conclui o seu raciocínio]  
 
Mais uma vez, o aluno interpreta o sinal “=” como um indicador da necessidade 
de proceder a uma determinada operação. No entanto, o que na sua perspectiva será o 
“resultado obtido” consiste numa expressão literal c x l, o que não faz sentido para si. 
No final desta entrevista, André selecciona esta questão como uma daquelas em que 
sentiu maiores dificuldades, precisamente devido à presença da equação A = c x l. 
6.2.2. Resolução de problemas envolvendo a linguagem algébrica 
Depois de ler o enunciado do problema das gémeas, André analisa as expressões 
dadas e procura descobrir, a partir delas, a que poderá representar um maior número de 
calendários. André opta por Filipa, baseando-se na sua interpretação da expressão x + 4: 
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André: Porque se ela está a dizer… “Nesse caso… E nesse caso, o 
número de calendários que eu já tenho pode ser representado pela expres-
são x + 4”, somado ficava 4x… [pausa] 
Professora: E tu achas que o 4x era maior do que o 2x, é isso? 
André: [acena a cabeça, dizendo que sim]  
 
A redução de x + 4 a 4x mostra novamente que André tem dificuldade em aceitar 
a falta de fechamento das expressões algébricas. No entanto, o aluno parece não ter a 
certeza de que a resposta ao problema que deu seja válida. Quando é questionado sobre 
a possibilidade de encontrar outro processo para responder à questão, afirma sentir 
necessidade de conhecer o número de calendários e não consegue desenvolver outra 
estratégia que lhe dê maior convicção: 
 
Professora: Tens a certeza do que estás a dizer? 
André: Não, não tenho a certeza [pausa]. 
Professora: Hum, e se tu não tivesses a certeza, tinhas alguma forma de 
confirmar aquilo que estás a dizer? 
André: Só se eu soubesse o número de calendários. 
 
No final da entrevista, esta é uma outra questão que André selecciona por ter 
sentido dificuldades, reforçando precisamente esta falta de confiança que sentiu, por não 
conhecer o número de calendários de cada uma das gémeas. Perante este facto, André 
não tenta imaginar o que sucederia para quaisquer valores concretos que a letra pudesse 
representar, nem as alterações que isso provocaria em ambas as expressões algébricas. 
Deste modo, evidencia o facto de não conseguir lidar com a letra como variável, 
nomeadamente em situações problemáticas como esta. 
6.2.3. Exploração de sequências associadas a representações geométricas 
Em seguida, analiso as estratégias utilizadas por André na exploração de uma 
sequência em que não existe uma relação de proporcionalidade directa entre o número 
de pontos das figuras e a respectiva ordem. 
 
Caracterização de uma figura próxima 
Contagem. O primeiro momento em que reflecte sobre a continuação da sequên-
cia surge quando lhe é pedido que caracterize a figura número 12, que não estava repre-
sentada no enunciado da tarefa. Para concretizar este objectivo, define uma regra de 
construção cíclica, vendo as cinco figuras iniciais como um bloco que se repete: 
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André: Aqui não tem a figura 12, stora. 
Professora: Hum? 
André: Não tem figura 12. 
Professora: Não tem figura 12… E então… Como é que tu farias? 
André: Se estão aqui todos, se calhar é melhor repetir, chegar ao fim e 
repetir, não é?  
 
Atendendo a esta regra de construção, André imagina dois blocos com 5 figuras 
iguais às que são dadas no enunciado, que englobam as dez primeiras figuras da 
sequência. Em seguida, conta mais duas figuras, que lhe permitem chegar até à 12.ª. 
Assim, chega à que conclusão de que a figura pretendida coincide com a 2.ª, pelo que 
fica completamente caracterizada: 
 
Professora: Está bem, então, desenha lá a 12.ª figura, para eu perceber. 
André: (…) [hesita] É esta [aponta para a figura 2]. 
Professora: (…) E, porquê? 
André: Então, porque se eu fizesse isso das 5, aqui acaba em 5, repetia 
outra vez, ficava em 10… 11, 12.  
 
Caracterização de uma figura distante 
Comparação com uma figura intermédia. A caracterização de uma figura distan-
te exige um pouco mais de André, que define uma estratégia auxiliar – imagina a figura 
número 25 e efectua uma comparação. O número que selecciona tem a particularidade 
de se situar entre 5 e 100, ou seja, entre a ordem que corresponde à última figura do 
bloco inicial e a da figura que pretende caracterizar. O aluno repara que, na sequência 
que imaginou, a 25.ª figura é igual à 5.ª e que 100, sendo múltiplo de 5 e 25, também o 
será: 
 
André: (…) Se eu dividir 100 por 4, ia dar 25. E se acabam todos em 
cinco, o 100 também deve acabar… 
Professora: Então a 100, tu achas que ia ser igual a qual? 
André: À 5… À figura 5. 
 
Pertença de uma figura à sequência 
Identificação de uma regularidade. Quando o questiono sobre a existência de 
uma figura com sessenta e quatro pontos, colocados na horizontal, André considera a 
sequência que idealizou e responde, imediatamente: 
 
André: Aqui não há nenhuma com 64 pontos. 
Professora: Aqui não há? Então a resposta a essa questão, é? 
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André: É não. O máximo que isto tem é 10… Esta tem menos… Tem 
6… Esta tem 2 [conta os pontos das figuras horizontais que entende 
serem possíveis nesta sequência].  
 
O aluno não necessita de relacionar o número de pontos dado com a ordem de 
qualquer uma das figuras. Identifica, como regularidade, o facto de todas a figuras hori-
zontais terem um número de pontos inferior ou igual a 10 e produz uma resposta ade-
quada à questão: 
 
Generalização 
A primeira reacção de André a esta questão demonstra a pouca familiaridade que 
tem com este tipo de questão: 
 
Professora: E agora, descrever uma regra… 
André: [pausa] Esta agora não percebo… A maneira da pergunta… Não 
percebo.  
 
Apesar desta dificuldade inicial na compreensão do que é pedido, com o decurso 
da nossa conversa, André mostra que consegue construir um processo que lhe permite 
caracterizar qualquer figura cuja ordem lhe seja indicada: 
 
André: Tinha que começar pelo 1, não é. Como acaba em 5 [refere-se ao 
conjunto das 5 figuras representadas], 1, 2, 3, 4, 5… E acaba em 5… Se 
tivermos que repetir esta… isto [aponta todo o conjunto], Estar sempre a 
repetir, não é… Aqui ia sempre estar a multiplicar… Sempre… Começa 
em 5, acabava em 10, depois em 15, 20, 30, por aí adiante… E depois os 
números que fossem… Aaaa… Prontos… Que não acabassem em 5, que 
fossem do 1 até ao 4…Ya, era assim… Se fosse 37, o 35 acabava aqui e 
tinha que fazer 36, 37, acabava aqui, na figura 2. 
 
Em primeiro lugar, ao visualizar a sequência compreende, mesmo sem o explici-
tar claramente, que todas as figuras cuja ordem é múltipla de 5 são iguais à 5.ª. Esta 
observação leva-o sempre a decompor o número que lhe é dado, procurando separá-lo 
em duas parcelas: uma igual ao maior múltiplo de 5 que lhe é inferior e outra igual ao 
resto da sua divisão inteira por 5. Como sabe que a figura que corresponde ao múltiplo 
de 5 será igual à 5.ª, consegue determinar a posição da figura pretendida recorrendo a 
um processo de contagem. Desta forma, André consegue identificar uma figura perten-
cente ao bloco inicial – entre a 1.ª e a 5.ª figura – idêntica à figura que lhe é solicitada, 
seja ela qual for. 
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Embora tenha encontrado este processo e o utilize de modo eficiente, o ponto em 
que revela maiores dificuldades diz respeito à sua descrição de forma suficientemente 
geral. Assim, recorre à particularização para exemplificar o seu raciocínio, descrevendo 
os procedimentos a adoptar para conhecer a localização da figura 37: partir do maior 
múltiplo de 5 inferior a 37, isto é, do 35, e contar as figuras restantes. 
 
Reflexão 
Na primeira entrevista, André começa por se mostrar intimidado pela linguagem 
algébrica. Quando consegue ultrapassar essa primeira reacção, atribui às letras, em 
geral, o papel de incógnitas. Não interpreta a letra como número generalizado, a não ser 
quando se refere a a(b + c) = ab + ac, caso em que admite a possibilidade de que as 
letras representem quaisquer números. Manifesta também dificuldades na interpretação 
da letra como variável nas duas situações desta entrevista que lhe fazem apelo: a inter-
pretação de A = c x l e a resolução do problema das gémeas. Nesta última situação, a 
sua argumentação não é válida porque se baseia na transformação indevida da expressão 
x + 4 em 4x. O aluno lamenta não conhecer o número de calendários, mas não explora 
os diferentes valores que as expressões algébricas podem produzir, dependendo do valor 
x em que Joana terá pensado. Mesmo não tendo a certeza quanto à validade do raciocí-
nio que efectua a propósito das expressões algébricas, não consegue desenvolver estra-
tégias alternativas para ganhar maior convicção. 
São evidentes, também, no discurso de André, algumas incorrecções ao lidar 
com expressões algébricas: (i) a identificação de um monómio como 2x com um núme-
ro com dois algarismos começado por 2; (ii) a não aceitação da falta de fechamento das 
expressões algébricas do tipo ax + b; e (iii) a atribuição aos sinais “=” e “+” de um 
papel idêntico ao que têm em Aritmética, levando-o à adição indevida de termos não 
semelhantes.  
André mostra que compreende o que é uma equação do 1.º grau e sabe verificar, 
por substituição, se um número é, ou não, sua solução. Resolve intuitivamente uma 
equação de tipo aritmético mas não consegue resolver uma equação de tipo algébrico, 
porque, mais uma vez, vêm ao de cima as suas dificuldades em lidar com as expressões 
algébricas envolvidas. 
Relativamente à exploração da sequência que lhe é apresentada, André considera 
uma possibilidade de construção baseada na repetição cíclica de um bloco constituído 
pelas cinco figuras iniciais. O modo cíclico como imagina a continuação da sequência 
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determina as estratégias que utiliza quando procura descrever uma figura próxima das 
representadas no enunciado. De acordo com a sua lógica de construção, obtém um bom 
desempenho na caracterização da figura número 12, uma vez que rapidamente procede à 
repetição de dois desses ciclos, identificando, no terceiro, a 12.ª figura com a 2.ª. Quan-
do pretende caracterizar a 100.ª figura começa a sentir as primeiras dificuldades em 
visualizá-la, dado o afastamento entre a ordem 100 e a ordem da última figura represen-
tada no enunciado. Assim, necessita de recorrer ao auxílio de uma figura intermédia que 
consegue imaginar e, por comparação, lhe permite retirar as conclusões que pretende, 
caracterizando a 100.ª figura com sucesso. 
Por fim, a necessidade de formular uma regra que permita caracterizar uma figu-
ra qualquer provoca em André alguma incomodidade por não compreender realmente o 
que se pretende da sua parte. O facto de conseguir, para qualquer ordem sugerida, carac-
terizar correctamente a figura correspondente, denota a capacidade que tem de racioci-
nar sobre qualquer caso, quer quando se trata de uma ordem múltipla de 5, quer quando 
se trata de uma ordem cujo resto da divisão inteira por 5 varia entre 1 e 4. A maior difi-
culdade que evidencia reside em explicitar verbalmente essa generalização, facto que o 
leva a particularizar. 
6.3. Momentos significativos vividos na aula 
O desempenho de André, desde o início do ano lectivo, é marcado pelo receio de 
se envolver nas tarefas propostas, principalmente quando pensa poder falhar. A sua 
reacção negativa é bastante mais visível quando as questões em causa exigem o contac-
to com a linguagem algébrica, situação em que procura refugiar-se na desistência ime-
diata e numa postura expectante e desinteressada. Analisando o seu percurso, identifi-
cam-se alguns episódios que parecem ter sido importantes na evolução das suas estraté-
gias de exploração e da relação que mantém com a linguagem algébrica. Em várias das 
tarefas resolvidas nesta unidade, André resolve tarefas com outros colegas, nomeada-
mente com Maria, aluna de aproveitamento médio na disciplina de Matemática. 
 
Exploração de situações que envolvem variáveis 
No início da resolução da primeira tarefa, André observa a sequência e começa a 
sugerir a Maria que esta pode ser construída ciclicamente, tal como já tinha pensado a 
propósito da sequência proposta na primeira entrevista. Maria explica a André que o 
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enunciado refere explicitamente que “de figura para figura, o número de aves vai sem-
pre aumentando”. Esta nova condição faz com que ambos procurem uma nova estraté-
gia para a sua continuação. Os alunos resolvem a primeira questão, relativa à caracteri-
zação de figuras próximas das representadas, utilizando uma estratégia de contagem, 
mas a partir da figura distante usam sempre a relação de correspondência para chegarem 
aos seus objectivos. Todo o raciocínio é expresso em linguagem corrente, verificando-se 
que ambos fazem um esforço para apresentar respostas bastante completas. A comuni-
cação matemática escrita foi um elemento bastante cuidado, por parte de ambos, nesta 
tarefa, como se pode observar no excerto que se segue: 
 
 
Figura 19. Tarefa 1 – Questão 1. 4. – André e Maria. 
 
Os alunos descrevem, nesta resposta, o que é necessário fazer para descobrir o 
número de pontos quando é dado o número da figura, mas também o processo inverso, 
que utilizam para determinar o número da figura quando conhecem o seu número de 
pontos. Apesar de André ser um aluno cujo desempenho é geralmente mais fraco que o 
de Maria, observo que tem um papel importante na construção deste tipo de resposta, 
ajudando-a quando sente dificuldades. 
No final da aula, observando a resolução da tarefa elaborada por ambos, saliento, 
como um aspecto positivo, essa preocupação que tiveram em explicar bem as suas con-
clusões. André faz, então, questão de me dizer, com o acordo de Maria: “Stora, quem 
escreveu foi a Maria, mas quem ditou fui eu!...” O facto de terem conseguido resolver 
esta tarefa na íntegra e de o desempenho conjunto ter tido um contributo importante de 
André, deu-lhe novo entusiasmo e a confiança de que necessitava para se envolver em 
tarefas mais complexas. 
Nas tarefas 2 e 3, André e Maria tomam contacto com diferentes tipos de 
sequências e descrevem as diferentes relações que encontram, quer entre valores de uma 
mesma variável, quer entre valores de variáveis distintas. A identificação que fazem dos 
gráficos em que estão representadas as sequências dos números naturais, dos múltiplos 
de 2 e dos múltiplos de 3, baseia-se no facto de serem os únicos gráficos em que a 
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variação entre termos consecutivos, que é constante, permitindo-lhes afirmar que “são 
os números naturais porque vão de 1 em 1”, “são os múltiplos de 2 porque vão de 2 em 
2”, … Outro tipo de relações que identificam, evidenciam a relação que encontram entre 
cada ordem e o respectivo termo. Este tipo de relação é visível, por exemplo, quando 
dizem que “a ordem elevada a 3 dá o termo”, na sequência dos cubos perfeitos. Nas 
tarefas relativas ao estudo de Funções, a utilização das estratégias de covariação e cor-
respondência foi também uma constante. 
A resolução da tarefa 6 foi outro momento interessante no percurso de André. 
Esta tarefa incluiu a exploração de uma das situações em que, na primeira entrevista, 
tinha apresentado um desempenho mais pobre, manifestando a incapacidade de lidar 
adequadamente com as expressões algébricas. O aluno, que já tinha visto surgir em tare-
fas anteriores a expressão 2x como generalização dos múltiplos de 2, centra-se nela e 
sugere que se observe “a tabuada do 2”. Após a sua discussão com Maria, dirijo-me de 
novo a ambos e percebo que abandonaram essa ideia, procurando considerar um mesmo 
valor para x e testar o que sucede com as expressões de Joana e Filipa. Os vários testes 
que fazem, permitem-lhes obter sempre, para Joana, valores superiores aos de Filipa. No 
entanto, quando resolvem testar valores de x não inteiros, optam, por acaso, por consi-
derar valores iniciais inferiores a 4 e obtêm valores menores para Filipa do que para 
Joana. Os alunos, nesta primeira fase, não se apercebem de que os valores decimais que 
produzem não fazem sentido no contexto do problema, por não poderem representar o 
número de calendários: 
 
 
 
Figura 20. Tarefa 7 – Questão 1. – André e Maria. 
 
Esta rápida exploração leva o par a pensar que Joana fica sempre com mais 
calendários quando o número x em que a gémea pensou é inteiro. Estabelecem, deste 
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modo, uma conjectura que não é válida e avançam para o problema seguinte. Só na dis-
cussão geral são esclarecidos estes dois aspectos incorrectos na sua resolução. Em gran-
de grupo, é trabalhada uma equação que permite determinar o número x para o qual 
ambas as expressões produzem o mesmo valor. Esse número (4) constitui o ponto de 
viragem, a partir do qual se inverte a relação entre os valores gerados por ambas as 
expressões. 
 
Uso da linguagem algébrica 
Partindo de uma primeira tarefa em que os alunos tiveram liberdade para descre-
ver todo o seu raciocínio em linguagem corrente, as discussões gerais foram contribuin-
do para a progressiva formalização da linguagem. Na fase inicial, esta formalização 
procurou não perder de vista a compreensão do significado das situações em causa. Na 
tarefa 6, os alunos analisam uma situação que se refere a um percurso dividido por 3 
condutores irmãos: Pedro, que faz metade do percurso, Filipa, que faz um terço do per-
curso e Joana, que faz o percurso restante. André indica os valores que obteve para três 
distâncias possíveis para o percurso consideradas por ambos: 36 km, 38 km e 24 km: 
 
 
Figura 21. Tarefa 7 – Questão 2. – André e Maria. 
 
Maria, na sua folha de resposta, indica o modo como estes valores foram obti-
dos: os de Pedro e Filipa dividindo a distância considerada por 2 e por 3, respectiva-
mente; o de Joana, subtraindo à distância total os trajectos efectuados pelos irmãos. 
Deste modo, os alunos constatam que “a Joana anda sempre um sexto do percurso 
total.” Nesta fase, identificam esta relação, mas não a provam algebricamente, aspecto 
que é trabalhado na discussão geral com a generalização do raciocínio para um percurso 
com x km, a simplificação da expressão ݔ െ ௫
ଶ
െ ௫
ଷ
 e a obtenção de ௫
଺
. 
Este raciocínio, que formalizou e demonstrou uma conjectura dos alunos, abriu 
caminho à resolução de equações com denominadores, com as quais a turma nunca 
Capítulo 6 – André 
132 
tinha trabalhado. É, para mim, intrigante observar que, no teste de avaliação, André 
manifesta comportamentos distintos em relação a duas equações com denominadores 
cuja resolução lhe é pedida: ଶ௫ାଷ
ଶ
ൌ ଵ଴௫ିଷ
଺
 e ௫
ସ
൅ ଶ௫ାଷ
ଶ
ൌ ௫ିଷ
ହ
. O aluno resolve a primeira 
equação, até ao fim, de modo correcto: 
 
 
Figura 22. Teste de avaliação – Questão 7. – André. 
 
No que se refere à segunda equação, não efectua qualquer registo escrito, apesar 
de ter tido tempo suficiente para o fazer. Esta situação pode ter sido originada por diver-
sos motivos, mas não foi explicada pelo aluno de forma convincente, uma vez que se 
limitou a encolher os ombros. Esta situação revela algum domínio que tem do processo 
de resolução de equações, embora continue a sentir-se alguma desmotivação perante 
este tipo de tarefas, que prejudica o seu desempenho. 
Mesmo assim, ao longo da unidade de ensino, a relação de André com a simbo-
logia parece melhorar significativamente. Observa-se que o recurso à linguagem algé-
brica é menos é menos frequente no desempenho deste aluno do que o foi no de Sofia e 
que, em alguns momentos da unidade de ensino evidencia dificuldades e desempenhos 
menos conseguidos. Salienta-se todavia que a reacção que manifesta às tarefas propos-
tas, na globalidade, é bem diferente da que manifestava habitualmente. A natureza da 
primeira tarefa da proposta pedagógica, aparentemente desligada de uma linguagem 
mais formal, abriu espaço a que o aluno se procurasse envolver na sua resolução. A par-
tir desse momento, viveu com entusiasmo a maior parte propostas. O trabalho progres-
sivo com a simbologia, com uma relação inicial com os aspectos observados pelo aluno 
e o significado que lhe atribuiu, parece ter sido um dos contributos principais da vivên-
cia da unidade de ensino para este aluno. 
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6.4. Manifestações do pensamento algébrico no final do estudo 
Em seguida, caracterizo o pensamento algébrico de André, no que diz respeito 
ao modo como explora situações que envolvem relações entre variáveis e à forma como 
lida com a simbologia, nas suas diferentes utilizações. Para isso, tenho em conta o seu 
desempenho na segunda entrevista, realizada após a vivência da unidade de ensino. 
6.4.1. Exploração de sequências associadas a representações geométricas 
Na sequência incluída nesta segunda entrevista a relação existente entre o núme-
ro de pontos em cada figura e a respectiva ordem não é de proporcionalidade directa. 
 
Caracterização de uma figura próxima 
Identificação parcial da relação de correspondência, representação e contagem. 
André começa por procurar representar a 5.ª figura da sequência, para depois contar o 
seu número de pontos. Para elaborar esta representação não necessita de construir a 4.ª 
figura, uma vez que se baseia na sua compreensão do padrão geométrico que está a ser 
seguido: 
 
 
Figura 23. Entrevista 2 – Questão I. 1. 
 
Depois de elaborar esta representação, explica o seu raciocínio. É perceptível 
que imagina a figura dividida em quatro partes, sobrepostas em alguns pontos: 
 
Professora: Então explica lá como é que tu chegaste tão depressa a essa 
conclusão? (…) 
André: Então… Daqui até aqui tem 6. Daqui até aqui, pode ter 6. 
Depois, daqui até aqui tem 5 e aqui tem 6. [vai apontando para os quatro 
ramos, da esquerda para a direita]  
 
O elemento chave na sua estratégia de representação é o facto de procurar com-
preender as regularidades existentes nas figuras já representadas, relacionando o número 
de pontos de cada um dos subgrupos em que as decompõe com a respectiva ordem. Em 
alguns desses subgrupos, o número de pontos coincide com a ordem da figura. Noutros, 
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é necessário adicionar-lhe mais um ponto, que fica na “junção” de dois ramos consecu-
tivos: 
 
Professora: E como é que tu sabes? Quando tu olhas para lá, tu estás a 
contar… Como é que tu sabes se num sítio vai ter 100 ou se vais ter 101. 
Tu estás a comparar com esta figura, é? [aponto para a figura 5, para 
onde o aluno tinha olhado anteriormente] 
André: É por causa de todas… na sequência. 
Professora: Por causa de todas, como? 
André: [vai apontando para os pontos do primeiro ramo das três primei-
ras figuras da sequência, exceptuando sempre o ponto que fica na sua 
junção com o segundo ramo] Então, por exemplo, aqui tem 1, aqui tem 1; 
2, aqui tem 2; aqui tem 3 e aqui também tem 3. 
Professora: Hum, hum. 
André: Então, se aqui… É a 5.ª figura e aqui também tem 5… E tenho 
que pôr o ponto em cima e fazer em baixo. Tem que ter sempre uma a 
mais que é, pronto, a de cima.  
 
Esta identificação parcial da relação de correspondência entre as variáveis reve-
la-se eficaz porque lhe permite elaborar uma representação adequada da figura. No 
entanto, o aluno tem em conta, mais do que uma vez, pontos que fazem parte de dois 
ramos. Esta situação poderia ter dado origem a uma sobrecontagem, caso tivesse decidi-
do adicionar as diferentes parcelas. Em vez disso, para determinar o número de pontos 
nesta figura, André conta todos os que representou, obtendo o número correcto: 
 
Professora: E, ao todo, quantos pontos é que iria ter? 
André: [pausa enquanto conta os pontos, em silêncio.] Aqui tem 21. 
Tenho que escrever? 
Professora: Hum, hum. Como é que chegaste ao 21? 
André: Hum. Contando os pontos. (…) Então, se calhar faço normal, a 
conta. Meto… E vou fazendo a conta… 6 + 5… Ou… 6 + 6 + 6 + 5. 
Professora: Então, faz lá. Hum, hum. Isso dá 21? 
André: Que eu saiba dá! 
Professora: Faz lá a conta, mesmo. 
André: [risos] 23.  
 
A convicção que tem no raciocínio que lhe permitiu construir a figura e na con-
tagem que efectuou, leva-o a acreditar que a soma indicada permitirá obter novamente o 
valor 21, não mostrando qualquer intenção de o confirmar. Após a minha sugestão, 
apercebe-se de que a soma dá 23 e tenta perceber o que falha nesse novo raciocínio: 
 
André: [observa a 5ª figura] Ah, já sei. É porque daqui aqui conto 6 e 
depois daqui aqui volta a contar 6. É porque estou a repetir outra vez 
esta. 
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Professora: Hum… Então, e se é a repetir…? 
André: E aqui, também volto a repetir… E não posso repetir.  
 
Tendo em conta as duas sobreposições que considera inicialmente, André faz 
duas correcções à soma anterior. Começa por anular uma das sobreposições, diminuindo 
uma unidade na segunda parcela e afirmando que o número de pontos é obtido fazendo 
6 + 5 + 5 + 6. Vendo que desta forma ainda não obtém 21 pontos, percebe que deve 
calcular 6 + 5 + 5 + 5, isto é, anular a segunda sobreposição que considerou. 
 
Caracterização de uma figura distante 
Uso da correspondência. Tal como o refere durante a entrevista, o que se passa 
com a 100.ª figura não é nada mais do que se passa com qualquer das figuras iniciais da 
sequência: 
 
André: [pausa, enquanto observa as figuras iniciais; descreve a 100.ª 
figura, enquanto aponta para os ramos da 5.ª, da esquerda para a direita] 
Então, aqui [1.º ramo] vai ter 101. Depois, daqui até aqui [2.º ramo] vai 
ter também. Daqui até aqui [3.º ramo] vai ter 100 e daqui até aqui [4.º 
ramo], 101. 
 
A primeira caracterização que faz do número de pontos da 100.ª figura é uma 
generalização directa da que efectuou inicialmente para a 5.ª figura, em que considerou 
três ramos com 6 pontos e um com 5. Apercebendo-se da sobrecontagem que fez na 
primeira parte do seu raciocínio que, como vimos, foi capaz de corrigir, André elabora 
também uma nova caracterização para a figura distante: 
 
Professora: Quantos pontos tem a 100.ª figura? 
André: Ah. Pontos, no total, não é? 
Professora: Hum, hum. 
André: [pausa, enquanto calcula mentalmente] 401. 
Professora: E queres explicar como chegaste lá? 
André: Contando. 
Professora: Contando, como? 
André: A sequência… Eu disse há bocado que daqui tinha que ter 100 
[1.º ramo]. 
Professora: Hum, hum. 
André: Depois 101 [2.º ramo]. Depois aqui era mais 100, era 201. Aqui 
[3.º ramo] também são mais 100 e sem contar com este, depois daqui 
aqui [4.º ramo], era mais 100. Então, 401.  
 
Após este raciocínio, o aluno escreve a sua resposta no enunciado da tarefa: 
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Figura 24. Entrevista 2 – Questão I. 2. 
 
Generalização 
Quando procura explicitar a regra de formação da sequência, André refere: 
 
André: Então aqui agora é… Por cada… Por cada número de figura que 
peça, vamos meter de um lado… Vamos meter em todos os lados, aliás, 
nos quatro! E vamos sempre somar os outros dois de cima. 
Professora: Somar os outros dois de cima? 
André: Sim, para formar o W ou o V, tanto faz.  
 
A primeira parte da sua resposta permite-nos identificar a generalização que faz 
da relação de correspondência que pensa ter identificado. No entanto, comete um novo 
erro, ao considerar ser necessário adicionar 2 pontos, quando na realidade só deve adi-
cionar 1. Apercebe-se desta imprecisão quando observa novamente as figuras anteriores, 
durante a explicação oral do seu raciocínio: 
 
André: Quer dizer… Vai ficar sempre como se fosse sempre um número 
ímpar. 
Professora: Vai sempre ficar com um número ímpar? 
André: Sim, depende da figura que pedir. A figura 5 ficou número 
ímpar… Aqui pediu a figura 100, também ficou um número ímpar. 
Professora: Porque é que será que ficou um número ímpar? 
André: Porque, por exemplo, aqui pede a 100.ª figura, então aqui tem 
que ter 100… 100 pontos, deste lado também vai ter 100 pontos, daqui, 
aqui, vai ter 100 e daqui, aqui, é 100. E depois, mais este para formar o 
V, vai dar número ímpar.  
 
Ao registar a sua resposta, André considera o número total de pontos dos quatro 
ramos e o ponto que tem que acrescentar: 
 
 
 
Figura 25. Entrevista 2 – Questão I. 3. 
 
Num primeiro momento, o aluno explicita esta generalização em linguagem cor-
rente. Em seguida, sugiro-lhe que procure escrever uma expressão geral que permita 
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obter o número de pontos de qualquer figura, tal como é pedido na questão, ao que o 
aluno responde: 
 
André: Isso eu já não estou lembrado, eu lembro-me de ter feito isso… 
Professora: Sim, mas se eu pensar em qualquer figura… Uma figura de 
que eu não conheça o número. 
André: Então pode ser n. 
Professora: Pode ser n. 
André: Mais um. Acho que é assim. 
Professora: n + 1? Onde? 
André: Acho eu, não sei. n é como se fosse um número qualquer, mais 
um, do ponto. (…) O n representa, ou o x, tanto faz, não é… Representa 
o número… O número da figura e o número de pontos que tem em cada 
lado e o “+1” é o ponto que falta para formar o V.  
 
Como se pode observar, depois de se refugiar numa resposta inicial que indicia a 
sua vontade mais imediata de não responder, passando a outro assunto, coloco-a de 
outra forma. Influenciado pelas experiências que viveu durante a unidade de ensino, 
André sugere a letra n para representante de uma ordem qualquer. No entanto, depressa 
confunde o significado deste n, utilizando-o para representar essa ordem e, simultanea-
mente, o número total de pontos dos 4 lados (que, nesse caso, deveria ser representado 
por 4n). Esta situação leva-o a formular a expressão algébrica n + 1 que não é válida se 
n for o número da figura: 
 
André: Sim. É o que eu estava a dizer. Na 5.ª figura são 5 pontos de 
todos os lados. 
Professora: Então, mas 5 pontos de todos os lados são quantos no total? 
André: Dá 20. 
Professora: Pois. 
André: Então e n representa o 20! 
Professora: Então, mas estás… Representa o 20 ou representa o 5, que é 
o número da figura? 
André: Não sei, se calhar representa o número da figura e depois, se 
calhar, na fórmula, é a mesma coisa, não sei, no final. 
Professora: Não percebi. 
André: Tipo aqui o n … Não sei… Tipo aqui está a dizer a 5.ª figura… 
Então são os 5 pontos que eu disse, não é? 
Professora: Hum, hum. 
André: O 20 + 1… Se calhar se eu agora tivesse que fazer uma fórmula, 
se calhar metia n +1, que é os 20 pontos mais 1.  
 
Para que prosseguisse a entrevista e pudesse avaliar se André era capaz de cons-
truir uma expressão algébrica adequada à situação, optei por sugerir-lhe que se centrasse 
em n enquanto representante do número da figura, tal como tinha pensado inicialmente: 
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Professora: Se tu pensares que o n é o número da figura que transforma-
ção é que tu tens que fazer aí na fórmula para teres o número total de 
pontos? 
André: Então, se calhar é meter os outros todos… aqui acrescentar os 
outros n’s. 
Professora: Experimenta. 
André: Escreve: . 
Professora: Então, explica lá o que fizeste. 
André: Então, é o n de todos os lados e o “+1” é deste aqui.  
 
A validade desta fórmula decorre da decomposição geométrica da figura e da 
generalização do raciocínio que o aluno efectuou anteriormente: “Porque aqui está a 
representar o 4 lados e cada… E o n tem o seu número e depois é o +1.” 
Após esta explicação, André prepara-se para seguir em frente, satisfeito com 
aquilo que já tinha atingido. No entanto, opto por questioná-lo sobre a possibilidade de 
efectuar alguma simplificação na expressão algébrica. Apercebo-me, então, que men-
ciona n4: 
 
Professora: E essa expressão, consegues torná-la mais simples ou dei-
xamos só assim? 
André: Acho que dá se eu meter… Não sei… Porque eu não posso meter 
n e depois aqui, elevado a 4, não? 
Professora: Não sei… E qual era o significado de n4? 
André: Então, era n x 4. 
Professora: Era n x 4? 
André: Não, era 4 n’s… 
Professora: 4 n’s, como? 
André: Então, o n com o 4 em cima era como se fosse n x n x n x n. 
Professora: Hum, o que é o que tens aí? 
André: Não, aqui tá +. 
Professora: E então? 
André: n ao quadrado [risos] Stora, então fica n x n que é n ao quadrado. 
Professora: n x n que é n ao quadrado [pausa, enquanto André se mostra 
pensativo]. 
André: Não, não é a mesma coisa… 
Professora: Não vai dar? Porquê? 
André: Porque se n representasse o 5 e se fosse n ao quadrado era 5 x 5 
que era 25, e aqui é 21, já não dava [pausa prolongada]. 
Professora: Pode ser que te lembres daqui a pouco. 
André: 2n. 
Professora: Era 2n? E porquê? 
André: Porque é n + n. E cada um representa 1. E se fossem os quatro… 
Professora: Hum ? 
André: Era 4n + 1 [dá esta resposta enquanto escreve a expressão 
 na sua folha].  
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O aluno revela alguma dificuldade na simplificação da expressão algébrica, mas 
a associação à sequência faz com que se aperceba autonomamente dos erros que vai 
cometendo. Embora não seja correcta a forma como se exprime, quando refere em rela-
ção a n + n que “cada um representa 1”, eventualmente considerando o seu coeficiente, 
o aluno consegue, a partir desse momento, simplificar a expressão em causa. 
 
Compreensão de expressões algébricas equivalentes 
Avaliação e procura de contra-exemplos. A questão proposta incluía as expres-
sões: a) 5n; b) n2; c) (n + 1)2; e d) 2(2n + 1) – 1. André opta pela primeira hipótese, 5n. 
No entanto, não apresenta nenhuma justificação perceptível para o seu raciocínio e 
começa a analisar as restantes opções. Em parte da resposta, consegue excluir algumas 
das expressões correctamente, partindo da avaliação que faz das mesmas com recurso às 
ordens de algumas figuras. Quando encontra uma ordem que origine, na expressão, um 
valor diferente do esperado, abandona-a. É o que sucede com n2, que é excluída por 
comparação com a figura 5: 
 
Professora: Em que é que estás a pensar? 
André: Hum, estou a ver todas as hipóteses. 
Professora: Hum. 
André: Esta aqui não é de certeza. 
Professora: Esta aqui não é de certeza? Porquê? 
André: Porque é n2. 
Professora: Isso eu sei… 
André: Então, fica n x n, não dá. 
Professora: Não dá, como? 
André: Porque é a mesma coisa, stora, se fosse 5 x 5 da figura 5 ia dar 25. 
 
Mais tarde, volta a analisar a expressão 5n, referindo: “Aqui, se fosse… não sei, 
acho que esta também não está certa… porque está aqui 5n quer dizer que tinha que 
haver 5 n’s. Por isso é que eu estava a ver… só que não tenho a certeza ainda.” Em 
seguida, André acrescenta que esta hipótese não é sempre válida, recorrendo ao aspecto 
da representação geométrica da sequência: 
 
André: Não, não pode, porque para qualquer figura pede…a pergunta 
pede o número da figura e todas as figuras têm 4 lados e isto queria dizer 
que tinha 5 lados. E aí não ia ser 5… 
Professora: Mas se fosse na figura 1, dava… Tinha 5 “lados” iguais a 1. 
André: Sim… Ah… Ya… aí sim. 
Professora: Aí sim? Então essa fórmula está certa para todas? 
André: Para todas não. 
Professora: Para todas não, porquê? 
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André: Porque depois não ia dar… Ia dar tudo diferente. Só no 1 é que 
dá, a partir do 2 para cima fica logo diferente.  
 
Embora tenha sugerido a André que a fórmula é válida para n = 1, este não volta 
atrás e deixa esta expressão completamente de lado, alegando que, para ordens superio-
res ou iguais a 2, a fórmula produziria valores diferentes dos esperados. Em seguida, 
André fica indeciso entre (n + 1)2 e 2(2n + 1) – 1 e parece acreditar que a opção correcta 
será esta última. No entanto, não argumenta, de modo coerente, em favor de nenhuma 
delas. Apercebendo-me de que evidencia algum nervosismo por não conseguir sair deste 
impasse, sugiro-lhe que deixe esta questão para o fim da entrevista: 
 
Professora: E agora, ficas indeciso… 
André: Ya. 
Professora: Entre quê e quê? 
André: Entre estes dois. 
Professora: Hum, hum. E porquê? Qual foi o raciocínio que fizeste? 
André: Já não sei. 
Professora: Já não sabes, mas se tu tivesses que responder, assim mesmo 
sem grandes justificações, inclinavas-te para…? 
André: [silêncio] 
Professora: Em que é que estás a pensar? 
André: Nesta aqui… [opção 2(2n + 1) – 1] 
Professora: Hum, hum. [pausa] Não me dizes em que estás a pensar? 
André: Nem eu sei muito bem em que é que eu ando a pensar. Estou a 
ver se consigo… Ver o que é isto [pausa prolongada] Não sei, stora. 
Professora: Não? [pausa] Queres deixar essa para daqui a pouco? 
 
No final da entrevista, esta é a única questão que André retoma, consciente de 
que ainda não a resolveu com sucesso. Refere, então, que “o 2 tem que multiplicar pelos 
dois que estão lá dentro”, mas ao tentar aplicar a propriedade distributiva da multiplica-
ção em relação à adição revela não compreender o que faz, escrevendo: 
 
 
 
Figura 26. Entrevista 2 – Questão I. 4. 
 
O aluno termina a sua prestação com o desabafo: “Ó stora, aqui é que já não me 
estou a lembrar destas contas outra vez.” 
 
Reflexão 
A primeira estratégia utilizada por André para a caracterização de uma figura 
próxima consiste na representação dessa figura. Para isso, apercebe-se do modo como 
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são construídas as figuras já representadas, identificando um padrão geométrico que as 
caracteriza. Esta observação permite-lhe alcançar o seu objectivo, de modo eficiente, 
sem ter que representar a 4.ª. O modo como explica a representação que fez mostra que 
decompõe a figura em partes, algumas delas contíguas. Deste modo, só obtém o número 
de pontos da 5.ª figura sem se enganar porque opta por contar directamente os pontos 
que representou. Provavelmente, se tivesse começado por adicionar o número de pontos 
de cada uma das partes que descreveu, não teria sido bem sucedido, devido à eventual 
sobrecontagem dos pontos na junção. O facto de ter optado pela contagem, em 1.º lugar, 
levou-o a aperceber-se delas atempadamente. 
A comparação entre o número de pontos de cada uma das partes em que a divide 
com essa mesma ordem é um aspecto essencial que contribui para uma eficiente repre-
sentação da figura. Neste momento, o aluno ainda não revela uma compreensão plena 
da relação de correspondência entre o número total de pontos de cada figura e a respec-
tiva ordem, mas dá um passo importante nesse sentido. 
Quando procura caracterizar uma figura distante, André adapta o raciocínio que 
fez para a 5.ª figura ao caso da figura 100. A relação entre cada parte em que imagina a 
figura decomposta e o número da figura é sempre colocada em evidência pelo aluno, 
permitindo-lhe compreender a relação de correspondência entre as variáveis para este 
caso: à figura 100 correspondem 100+100+100+100+1 pontos. 
No que diz respeito à generalização da relação funcional, o aluno começa o seu 
raciocínio com alguma confusão que se deve às sobreposições que ocorrem na decom-
posição geométrica da figura. Assim, a primeira generalização que formula tem em con-
ta os pontos de 4 ramos, aos quais considera necessário adicionar dois pontos, que 
observa nos vértices superiores. Esta generalização é expressa, num primeiro momento, 
em linguagem corrente. Em seguida, o aluno apercebe-se do facto de todas as figuras 
terem um número ímpar de pontos. Esta regularidade ajuda-o a corrigir o seu próprio 
raciocínio, reconhecendo a necessidade de adicionar apenas uma unidade. Ao procurar 
uma fórmula que represente o número de pontos de uma figura genérica da sequência, 
André sugere que a ordem desta figura seja representada por n. Apesar de ter sido ele 
próprio a dar esta sugestão, o seu discurso revela que procura, mais adiante, utilizar essa 
letra para representar directamente os pontos dos quatro ramos. A fórmula que conside-
ra seria muito simples, n + 1, mas dependeria de um novo significado para a letra n, que 
o aluno acaba por não explicitar claramente. No entanto, quando lhe peço que se centre 
na letra enquanto representante da ordem, de uma figura qualquer, verifico que conse-
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gue emendar essa fórmula inicial, considerando válida a expressão n + n + n + n + 1. Ao 
tentar simplificá-la, revela nova hesitação quando confunde n + n + n + n com n4. Mais 
uma vez, abandona por si mesmo o seu erro inicial, com base no suporte que a própria 
sequência lhe dá, nomeadamente quando se centra na 5.ª figura para distinguir n2 de n + 
n. O papel da sequência é fulcral para lhe dar convicção quanto ao significado da lin-
guagem algébrica. 
No que diz respeito à compreensão da equivalência de expressões algébricas, 
notam-se em André maiores dificuldades. O aluno manifesta ser capaz de avaliar o valor 
de algumas expressões, particularizando o valor de n mas revela ainda muitas dificulda-
des, nomeadamente na aplicação da propriedade distributiva da multiplicação em rela-
ção à adição. Apesar de ter revelado alguns progressos relativamente ao seu desempe-
nho na primeira entrevista, volta a sentir-se pouco à vontade quando a manipulação 
algébrica se torna mais exigente. 
6.4.2. Exploração de funções 
No grupo II da tarefa da segunda entrevista, André começa por tentar interpretar 
o gráfico procurando identificar qual das linhas corresponde a Miguel ou a Rita. O facto 
de Rita ter partido com 200 metros de avanço, leva-o a fazer essa identificação de modo 
correcto. Em seguida, conclui que Miguel ganha a corrida, referindo que “ao percorrer 
essa distância demora menos tempo do que a Rita, apesar de esta ter começado à fren-
te.” André começa por analisar a situação vivida por Miguel, na qual existe uma relação 
de proporcionalidade directa entre as variáveis tempo e distância percorrida. 
 
Determinação de uma imagem 
Leitura do gráfico. Em primeiro lugar, André necessita de saber que distância já 
percorreu ao fim de 1 segundo. Assim, volta ao gráfico para tentar obter essa informa-
ção. No entanto esta tentativa revela-se infrutífera já que este não permite uma leitura 
precisa para valores tão pequenos. 
Uso da correspondência. Ao reler os dados do problema, o aluno apercebe-se de 
que são indicadas as velocidades de cada um dos corredores e é a partir daí que constrói 
uma nova estratégia, que consiste na multiplicação de cada objecto por 4. André utiliza 
esta estratégia aos 5 e aos 100 segundos: 
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André: É a mesma coisa que fazer a tabuada. 
Professora: Que fazer a tabuada? Qual tabuada? 
André: Então, se num segundo ele percorre 4 metros, para fazer 5 
segundos vamos ter que fazer 4 x 5. 
Professora: Hum, hum. [pausa, enquanto continua a preencher a tabela, 
em silêncio] Que conta fizeste? 
André: 4 x 100.  
 
Determinação de um objecto 
Uso de relação multiplicativa entre valores de uma mesma variável. Depois de 
ter completado a primeira entrada da tabela, com os 4 segundos percorridos por Miguel 
em apenas 1 segundo, André procura determinar o objecto cuja imagem por esta função 
será 8: 
 
Figura 27. Entrevista 2 – Questão II. 2. 
 
Em silêncio, André coloca um 2 na entrada respectiva na tabela. Quando explica 
o seu raciocínio, percebo que utilizou uma relação multiplicativa que encontrou entre os 
valores de cada uma das variáveis: 
 
Professora: De onde é que vem esse 2? 
André: É 2 segundos, é o dobro. 
Professora: O dobro de quê? De 1? 
André: Hum, hum. Se aqui é 4 e aqui é 8, é a mesma coisa.  
 
Tentativas orientadas por um objectivo. Relativamente aos objectos que corres-
pondem a 1200 metros e a 2000 metros, André procura um número que ao ser multipli-
cado por 4 lhe permita obter esses valores. Escreve, de imediato, o valor 300: 
 
Professora: Agora tens que me explicar, que eu fiquei completamente… 
André: Então, é a mesma coisa. Se fizer 4 x 300 dá 1200. 
Professora: E como é que chegaste ao 300 ? 
André: Então, fazendo as contas. 
Professora: Pois, mas isso é que eu gostava de perceber, eram essas con-
tas. Eu agora já sei que 300 x 4 dá 1200…  
 
Neste momento, André já tinha elaborado um raciocínio que lhe tinha permitido 
encontrar um valor correcto. A sua justificação limitava-se a apresentar esse dado como 
adquirido, justificando-o apenas com a verificação de que funcionava realmente. Insis-
tindo para que explique o modo como obteve o valor 300, percebo que recorreu a um 
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processo de tentativas que procurava melhorar sucessivamente. O aluno testa um valor 
inicial, multiplicando-o por 4 e obtém um valor inferior ao pretendido. Assim, decide 
aumentar esse valor, até acertar: 
 
André: Então, vê-se quanto é que era 4 x 120, sempre a aumentar… 
200… Fiz 4 x 120, eu depois fiz 4 x 150, depois tentei 4 x 200 e como vi 
que não dava meti 4 x 300. 
Professora: Hum, hum. E agora vais fazer tudo outra vez, até chegares 
ao 2000? 
André: Não, agora é mais fácil, é partir daqui. 
Professora: Hum, não tens nenhuma maneira mais fácil de fazer isso? Se 
aqui fazes 300 x 4… 
André: Hum, se eu já cheguei à conclusão! [risos] Eu já sei! [risos] 
Professora: Hum, e como é que chegaste lá? 
André: É 4 x 5… 4 x 500… É a mesma coisa que 4 x 5, dá 20, acrescen-
tando os zeros…  
 
André consegue, em todos os casos que lhe são dados, obter os valores correctos 
no preenchimento da tabela. No entanto, em nenhum momento sente a necessidade de 
utilizar a operação inversa da multiplicação para determinar os objectos que procura. 
 
Generalização 
Quando lhe é pedido que exprima uma generalização, determinando a distância 
que diz respeito a um número x de segundos, André refere rapidamente: “É x x 4, não 
é?”. O aluno generaliza a relação de correspondência que identificou inicialmente, sem 
dificuldade. Ao registar esta sua observação na tabela, escreve exactamente o que aca-
bou de dizer sem apresentar o monómio com o aspecto mais frequente que seria 4x. No 
final, a tabela relativa ao caso de Miguel encontra-se preenchida como se vê na figura: 
 
 
Figura 28. Entrevista 2 – Questão II. 2. 
 
Em seguida, debruça-se sobre a situação que diz respeito a Rita, na qual não 
existe uma relação de proporcionalidade directa entre as variáveis. 
 
Determinação de uma imagem 
Uso da covariação. Partindo dos 200m em que Rita estaria no início da corrida, 
André conclui que ao fim de um segundo está a 203m do ponto inicial, tendo em conta 
que a distância aumenta 3 metros em cada segundo, isto é, considerando a covariação: 
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Então, aqui a Rita percorre 3 metros por segundo, só que ela já partiu 
com um avanço de 200. Então eu faço 200 mais os 3.  
 
Em seguida, André abandona esta estratégia aditiva procurando outra que possa 
ser mais eficaz, por se adequar a todos os casos. 
Uso da correspondência. A partir dos 5 segundos, o aluno procura obter a res-
pectiva distância percorrida. Para isso, deixa momentaneamente de considerar os 200 
metros de avanço, e relaciona esses 5 segundos com a distância percorrida em cada 
segundo. Para obter a distância total, incluindo o avanço de 200 metros, o aluno reco-
nhece a necessidade de efectuar duas operações: a multiplicação do número de segundos 
por 3, seguida da adição desse valor por 200: 
 
Agora é sempre assim, como ela já partiu com um avanço de 200 metros, 
agora é sempre… [hesita] Agora vou um bocadinho mais baralhado… Eu 
estou a tentar arranjar uma maneira que seja mais fácil, já para todos. 
(…) Então, tá os 200 metros, e aqui o tempo em segundos é 5. Como em 
cada segundo eu faço 3 metros, faço 3 x 5 (…) E acrescento aos 200. 
Entrevista 2) 
 
O aluno aplica as mesmas operações que efectuou para os 5 segundos no caso 
dos 100 segundos: “Então, fiz 3 x 100, dá 300 e depois acrescentei os 200.” 
 
Determinação de um objecto 
Inversão do raciocínio. O processo que encontra consiste em efectuar as opera-
ções inversas das que efectuou anteriormente, pela ordem inversa, isto é, começar por 
subtrair os 200 metros e, em seguida, dividir o valor restante por 3. Antes de explicar o 
seu raciocínio oralmente, limita-se a completar a tabela, escrevendo “400” na entrada 
que diz respeito à distância de 1400 metros: 
 
Professora: E agora, quem não percebeu outra vez fui eu… Puseste aí 
um 400, é isso? 
André: Hum, hum. 
Professora: E então? 
André: Como é que eu vou explicar… 
Professora: Hum, hum. 
André: Então, para ter 1400… Isto é a distância, não é? 
Professora: É. 
André: Tirei os 200 metros, com que ela já tinha partido, deu 1200. Ago-
ra posso dividir os 1200 por 3 e vai-me dar o resultado. É, não é? É isso! 
Só que eu aqui não tou a fazer a dividir, tou a somar…  
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O aluno fica bastante entusiasmado quando se apercebe de que conseguiu expli-
car de modo compreensível o método que utilizou para encontrar a sua resposta. É 
curioso que ao longo de toda a entrevista, André rejeita sempre utilizar a calculadora, 
afirmando que conseguirá chegar lá por si, calculando mentalmente. Daí que, em alguns 
momentos, procure estratégias alternativas que evitem os cálculos mais complexos para 
si. É o que sucede, por exemplo, nesta questão, em que evita efectuar as divisões, 
obtendo os valores por tentativas. Nas suas palavras, “a dividir é um pouco mais difícil 
do que a pensar pela cabeça”. Apesar de procurar estas estratégias alternativas, André 
revela a capacidade de efectuar raciocínios inversos, pela ordem correcta, evidenciando 
o facto de ter compreendido a relação existente entre os valores de ambas as variáveis. 
Deste modo, não evidencia qualquer dificuldade na determinação de um objecto do qual 
conhece a imagem. 
 
Generalização 
Uma vez que já tinha compreendido a relação de correspondência entre as variá-
veis, André também não revela dificuldades em generalizá-la e traduzi-la simbolica-
mente: “Vai ser x x 3 + 200.” Mais uma vez, nota-se que o aluno não procede à utiliza-
ção da simbologia com recurso às convenções mais habituais, limitando-se a usá-la 
como uma tradução directa do raciocínio que efectua. No final, a tabela que diz respeito 
a Rita encontrava-se completa do modo que se segue: 
 
 
Figura 29. Entrevista 2 – Questão II. 2. 
 
Reflexão 
André revela-se bastante à vontade na exploração das duas situações que lhe são 
propostas. Na situação em que existe proporcionalidade directa, vendo que o gráfico não 
lhe permite fazer uma leitura suficientemente rigorosa, usa como estratégia o conheci-
mento que tem sobre a relação de correspondência entre as variáveis. Para determinar 
um objecto, dada a respectiva imagem, utiliza duas estratégias que lhe permitem evitar a 
necessidade de efectuar divisões, operações nas quais parece ter alguma dificuldade. 
Na situação em que não existe proporcionalidade directa, André apresenta tam-
bém um desempenho bastante bem conseguido. Começa por usar a covariação para 
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determinar a imagem de alguns objectos, mas revela a capacidade de abandonar essa 
estratégia em favor do uso da correspondência, quando a primeira deixa de ser eficaz. 
Deste modo, multiplica o objecto em causa por 3 e adiciona-lhe 200. 
Relativamente à determinação de um objecto, dada a respectiva imagem, André 
não revela qualquer dificuldade na inversão do raciocínio anterior, descrevendo a possi-
bilidade de efectuar operações inversas pela ordem inversa, isto é, de subtrair 200 e, em 
seguida, dividir o valor obtido por 3. 
É de notar que o aluno mostra que é capaz de escrever uma expressão algébrica 
que generaliza a relação funcional em ambas as situações. No entanto, salienta-se o fac-
to de não apresentar essas expressões algébricas do modo convencional como costumam 
surgir. Em vez disso, as expressões que utiliza são uma tradução directa dos raciocínios 
que efectua. De um modo geral, o desempenho do aluno na exploração de funções é 
bastante positivo. 
6.4.3. Resolução de problemas envolvendo a linguagem algébrica 
Como já vimos, quando inicia a sua análise da corrida de Rita e Miguel, André 
começa por fazer uma interpretação correcta dos dados fornecidos e do modo como esta 
se deu: Rita parte com um avanço de 200 metros mas “o Miguel é mais rápido e chega 
primeiro à meta”. A propósito da resolução deste problema, André procura no gráfico o 
instante em que Rita e Miguel se cruzam, isto é, o ponto onde se dá a “ultrapassagem”: 
 
Professora: E em que instante é que eles se vão cruzar? 
André: [observa o gráfico] É nos 700 metros, acho eu… 800. 
Professora: Instante, é o tempo em que eles… 
André: 800. 
Professora: Tempo, tempo! 
André: Ah, é 200 ou 200 e pouco. 
Professora: Ah, então não sei… [com alguma reserva] 
 
Perante esta leitura despreocupada do gráfico, André apercebe-se de que a sua 
resposta não é suficientemente precisa, uma vez que evidencio algumas reservas. André 
justifica, em seguida, que “as barras estão um bocado grossas”, referindo-se ao reduzido 
detalhe que consegue extrair do gráfico. Continuando a analisá-lo, centra a sua atenção 
nos 2000 metros, onde ambos os corredores chegam, mas em instantes distintos. Quan-
do é questionado sobre a eventual ocorrência de um cruzamento a 2000 metros do ponto 
de partida, responde: “Que eu saiba não, pelo gráfico.” Volta então a centrar-se nos 200 
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metros que leu anteriormente e procura efectuar aritmeticamente o cálculo das imagens 
que lhe correspondem, através de cada uma das funções, explicando que está a tentar 
“fazer as contas, sem olhar para o gráfico”: 
 
Professora: Quais contas? 
André: Eram as contas daqui: 200 x 4 dá 800; 3 x… Dá, é isso! 
Professora: É isso, o quê? Continuo sem entender. 
André: Então, 200 x 4 dá 800. E 3 x 200 + 200 dá 800. Ficavam na 
mesma distância ao mesmo tempo. 
 
O aluno escreve a sua resposta no enunciado da tarefa: 
 
 
Figura 30. Entrevista 2 – Questão II. 3. 
 
Quando procura completar esta resposta escrita, reflecte sobre a sua resolução e 
hesita, criticando-a: 
 
André: Eu descubro, mas a stora está a pedir a justificação, se eu escrevo 
como é que fiz as contas… 
Professora: Sim, mas as tuas contas justificam perfeitamente. 
André: Da maneira como eu vou explicar, a stora… Acho que não era a 
justificação correcta. 
 
O aluno considera não ter explicado convenientemente a obtenção do valor 200 
que observou no gráfico. Na continuação do diálogo descreve como teria procedido se 
não dispusesse dessa representação, no enunciado da questão: 
 
André: Porque se calhar ia dizer… porque eu fiz 200 x 4 e a stora, se 
calhar ia perguntar onde é que eu fui buscar o 200. 
Professora: Ah, pois. E onde é que foste buscar o 200? 
André: Ali ao gráfico. 
Professora: Foste ao gráfico, pois, isso também é uma justificação. Mas 
a tua pergunta tem lógica. E se tu não tivesses o gráfico, depois como é 
que fazias? O gráfico deu-te uma ideia, não é, do 200. E depois essa parte 
convencia-te, 200 x 4 e 3 x 200 + 200 dá 800. Mas se tu não tivesses o 
gráfico, como é que tu chegavas a esse 200? 
André: Se calhar via qual era o que tava mais perto… o tempo e a dis-
tância em que estavam mais perto um do outro, e depois tentava ver… 
[aponta para as tabelas que preencheu anteriormente com alguns valores 
do tempo e as distâncias correspondentes percorridas por Rita e Miguel] 
 
Nesta fase, André refere-se à determinação do valor obtido pela expressão, num 
processo de tentativas, no qual procuraria que as distâncias produzidas para cada um dos 
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dois corredores fossem cada vez mais próximas uma da outra. De acordo com a sua 
explicação, este processo seria semelhante ao que efectuou quando preencheu as tabelas 
nas questões anteriores. Tentando averiguar se, para além destas estratégias, André con-
seguiria formular uma equação que lhe permitisse determinar o valor 200, tal como fez 
Sofia, continuo a questioná-lo: 
 
Professora: E se fosse a partir desta expressão, tu não eras capaz de 
arranjar uma forma de descobrir quando é que elas seriam iguais? 
André: Acho que é a mesma coisa que fazer isto [refere-se aos cálculos 
que efectuou e que entretanto escreveu na sua folha] 
 
André consegue lidar com as expressões algébricas, avaliando-as em casos con-
cretos. Deste modo, interpreta as expressões algébricas como a tradução dos procedi-
mentos que deve efectuar. A partir da substituição de x por um valor, avalia o valor pro-
duzido por cada uma delas. Parece, aceitar a falta de fechamento das expressões algé-
bricas, não tentando continuar a “simplificá-las” embora não use a Álgebra como ins-
trumento na resolução de problemas. 
 
Reflexão 
Na resolução de problemas que envolvem variáveis, André encontra o valor pre-
tendido por observação do gráfico e prova que este se adequa aritmeticamente. O facto 
de ter determinado o valor 200 com base na leitura que fez e de não ter explicado con-
venientemente de onde surgiu este valor leva-o a pensar que a sua resposta pode não 
estar completa. Caso não tivesse tido acesso ao gráfico, para lhe dar uma primeira intui-
ção, André afirma que teria recorrido ao teste de valores concretos. O aluno ainda revela 
dificuldades em operar estruturalmente com as expressões algébricas e não recorre à 
formulação de equações para resolver problemas. No entanto, é de registar a sua evolu-
ção, quando aceita considerar um valor particular para x e mostra ter consciência que os 
seus diferentes valores podem gerar alterações nos valores obtidos em cada uma das 
expressões. 
6.4.4. Interpretação da linguagem algébrica 
Letra como incógnita 
Ao referir-se ao papel de a na equação a + 1 = 24, André começa por se concen-
trar na expressão algébrica do 1.º membro, a + 1: 
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André: Aqui, a + 1, acho também que é a mesma coisa só que por ter o 
resultado já temos que saber qual é. 
Professora: Não percebi… 
André: O a também podia ser qualquer número, só que como é mais um 
igual a vinte e quatro, é como se tivéssemos de descobrir qual é o número 
que tem a.  
 
Olhando apenas para a expressão algébrica a + 1 mostra compreender que a 
pode assumir qualquer valor. No entanto, a inclusão da expressão numa equação faz 
com que considere a possibilidade de determinar um valor específico para a. André 
aponta novamente 23 como solução, descobrindo o valor intuitivamente e sugerindo que 
a equação é “fácil demais”. À semelhança do que fez nesta equação, tenta descobrir uma 
solução para 2x + 3 = 4x – 1, utilizando um método informal. Por ser uma equação de 
tipo algébrico, esta tarefa torna-se mais complexa. Quando lhe pergunto se conseguiria 
descobrir o valor de x, o aluno afirma: 
 
André: Se me dessem assim a conta se calhar não. 
Professora: Não? 
André: Se me dessem só assim a conta para descobrir o número de x. 
Professora: Ah, sim, mas se te deixassem resolver [formalmente]? 
André: Sim.  
 
André resolve a equação com recurso às regras práticas e revela que consegue 
efectuar correctamente procedimentos que desconhecia na 1.ª entrevista: (i) transposição 
de termos de membro para o outro; (ii) simplificação de expressões algébricas por adi-
ção de termos semelhantes; e (iii) isolamento da incógnita na equação – 2x = –4, por 
divisão de –4 por –2. Constata-se que André resolve correctamente esta equação: 
 
Figura 31. Entrevista 2 – Questão IV. 
 
A sua explicação permite compreender que utiliza as regras práticas que incluem 
a transposição de termos de um membro para o outro para separar os termos com a 
incógnita dos termos independentes: 
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André: Então, é: deixo o 2x e passo o 4x para o primeiro termo… 
Professora: Membro. 
André: Membro, é isso. E fica… 
Professora: Porquê? Estás a tentar fazer o quê? 
André: Porque é positivo e fica negativo… Que é para juntar os que têm 
letras com letras e assim. Depois aqui é a somar… Somar, fazer as con-
tas, não é. 
Professora: Fazer as contas. 
André: E depois aqui é x igual a… –4 sobre –2. 
Professora: Porquê? 
André: Então, temos aqui um número. Fica x = –4 e depois passa o –2 cá 
para baixo. 
Professora: Cá para baixo?? (…) É que eu não estou a perceber… Mas 
porquê? 
André: Porque eu acho que é assim.  
 
Na parte final, perante a equação –2x = –4, André divide –4 por –2. Contudo, 
não consegue explicar o processo que utilizou por não se recordar das razões que o jus-
tificam. Neste ponto, evidencia ter utilizado um processo de resolução memorizado, não 
revelando uma compreensão plena da resolução de equações do 1.º grau que utiliza 
habitualmente. Salienta-se, mais uma vez, o facto de ter deixado de cometer um dos 
seus erros iniciais mais frequentes, que consistia na adição de termos não semelhantes, 
procurando simplificar expressões como 2n + 3 e a + 1. 
Nesta entrevista, quando a letra é utilizada como incógnita, André não manifesta 
qualquer reacção negativa. O mesmo sucede quando esta desempenha o papel de núme-
ro generalizado. 
 
Letra como número generalizado 
Embora continue a utilizar o termo “incógnita” com muita frequência, mesmo 
quando esta designação não se adequa à situação em causa, André reconhece claramente 
os momentos em que a letra pode expressar uma generalização. É o que sucede relati-
vamente a expressões a que anteriormente afirmava não atribuir significado, como a + 1 
ou n + 3. Nesta fase, André vê n + 3 como um número qualquer ao qual são adicionadas 
3 unidades: 
 
André: Aqui, n + 3, o n é que está a substituir um número. 
Professora: Um número? 
André: Sim. 
Professora: Um número, como? 
André: Uma incógnita, pode ser? O n é uma incógnita. 
Professora: Um número qualquer ou um número em particular? 
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André: Não, aqui pode ser um número qualquer. 
Professora: Pode ser um número qualquer? 
André: Sim, mais 3. 
 
No que toca a n2, André reconhece também essa possibilidade, afirmando sem 
hesitar que “o n2 é n x n.” Em seguida, acrescenta: “Pode ser um número qualquer, um 
número qualquer vezes ele”. Embora também reconheça o papel de número generaliza-
do em expressões como 2x, é relativamente ao significado desta expressão que André 
revela maior insegurança, como já vimos na análise da questão I, quando procurou sim-
plificar n + n + n + n e o fez apenas após alguma hesitação. Nessa fase, a sequência 
revelou-se um suporte importante para que o aluno reconstruísse o modo como deveria 
proceder neste aspecto. Mais tarde, ao longo da exploração de funções no seu caso 
geral, André escreve as expressões relativas às distâncias percorridas por Rita e Miguel 
sem procurar apresentá-las com a escrita mais habitual, mas do modo como para si con-
tinuavam a fazer pleno sentido. 
O modo como interpreta a expressão 2x, nesta questão, evidencia que o aluno 
reconhece o seu significado, mas continua a ser claro que este é um ponto delicado para 
si: 
 
Professora: E no 2x significava o quê? 
André: Era 2x. Era x mais x. 
Professora: Era x + x? 
André: Hum, hum. 
Professora: Hum, hum. Ou então? 
André: Dois vezes x. 
Professora: Diz? 
André: Dois vezes x [hesitante]. 
 
Quando procuro saber se o aluno considera a hipótese de descobrir um valor 
único para x, este refere que isso pode suceder, mas apenas “dependendo de qual for a 
conta”, expressão através da qual procura referir-se à situação em que 2x constitui o 1.º 
membro de uma equação. 
Apesar das diversas imprecisões existentes na sua linguagem, é notório que acei-
ta o papel da letra enquanto incógnita e número generalizado, encarando as expressões 
de um modo menos dramático do que acontecia inicialmente. O ponto onde evidencia 
dificuldades mais acentuadas está nas expressões que incluem mais do que uma letra. A 
sua reacção negativa imediata, leva a que não procure explicar o que pensa com sufi-
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ciente empenho, agindo como se pretendesse passar rapidamente a outra questão na 
entrevista. Questionado sobre o significado de a (b + c) = ab + ac, refere: 
 
Professora: E a seguir, na alínea e), tantas letras, o que é que essas letras 
simbolizam? 
André: Chatices. 
Professora: Hum, hum. 
André: É difícil. 
Professora: Isso que está aí escrito é verdade? 
André: Acho que sim. 
Professora: Achas que sim? 
André: Eu acho que sim. 
Professora: Porquê? 
André: Não sei. 
Professora: Mas não significa nada para ti? 
André: Porque, se tivesse só isto [aponta para o primeiro membro] e 
tivesse eu que completar, eu não sabia fazer. 
Professora: Não sabias fazer? 
André: Acho que não. 
Professora: Hum. 
André: Mas acho que é, não sei. Ou acho também que está mal… Não 
sei. 
Professora: Estás a responder um bocadinho à toa… 
André: Como é b + c não sei porque é que está aqui ab + bc ou se podia 
estar também a + bc. Ó stora, eu não sei isso das letras.  
 
Inicialmente, o aluno parece reconhecer a validade da expressão, mas o seu dis-
curso reforça o facto de sentir que não consegue aplicar a propriedade distributiva, prin-
cipalmente quando dispõe apenas de símbolos literais. 
 
Letra como variável 
A sua reacção negativa perante expressões com mais do que uma letra é também 
visível quando se refere a A = c x l: 
 
André: Esta aqui não sei [aponta para a a)]. 
Professora: Essa aí não sabes, hum… Porque é que não sabes? 
André: É só letras.  
 
A = c x l é a expressão que se encontra na alínea a) da questão referente à inter-
pretação da linguagem algébrica. Por este motivo, assim que a observa, profere estas 
palavras de modo imediato e procura passar para a expressão seguinte, evitando novas 
perguntas. Não há qualquer evidência, relativamente a esta expressão, de que o aluno 
interprete a simbologia no seu papel de variável. 
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Reflexão 
Verifica-se, na segunda entrevista, que o aluno progride claramente no seu senti-
do do símbolo, alargando o conjunto de expressões às quais consegue atribuir significa-
do. A reacção negativa que manifesta na primeira entrevista perante a linguagem algé-
brica atenua-se, embora continue a sentir-se muito incomodado perante expressões com 
várias letras. No que diz respeito à clarificação do significado das expressões algébricas, 
manifesta também importantes progressos, aceitando a sua existência própria e libertan-
do-se dos erros que cometia anteriormente. Este aspecto reflecte-se no seu desempenho 
na resolução de equações do 1.º grau. Em casos simples, utiliza métodos formais e 
informais com correcção mas não consegue explicar o porquê do que está a fazer. Pare-
ce valorizar mais o facto de conseguir obter rapidamente a solução da equação e res-
ponder à questão com sucesso do que a compreender as razões que justificam os proce-
dimentos que efectua. 
Na resolução de problemas que envolvem linguagem algébrica, André encontra 
o valor pretendido por observação do gráfico e mostra que este se adequa à situação. O 
facto de ter determinado o valor 200 com base no gráfico e de não ter explicado conve-
nientemente de onde surgiu este valor leva-o a pensar que a sua resposta pode estar 
incompleta. Ainda revela dificuldades em operar estruturalmente com as expressões 
algébricas e não recorre à formulação de equações como instrumento para a resolução 
de problemas. No entanto, regista-se uma evolução substancial em relação à primeira 
entrevista, uma vez que aceita considerar um valor particular para x e tem consciência 
de que os seus diferentes valores podem gerar alterações nos valores obtidos em cada 
uma das expressões. 
6.4.5. Resolução de equações do 1.º grau 
Equações com apenas uma letra 
Como já observámos, André revela, neste momento, a capacidade de resolver 
equações do 1.º grau, ao contrário do que sucedeu na entrevista anterior. A evolução 
que manifesta na compreensão das expressões algébricas parece ter dado um contributo 
importante neste sentido. 
Ao longo desta entrevista, o aluno utiliza um método intuitivo para encontrar a 
solução da equação mais simples e resolve a equação do tipo algébrico usando o método 
da transposição. Nota-se, no entanto, que não compreende verdadeiramente as razões 
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que justificam alguns dos passos da sua resolução. As dificuldades de André acentuam-
se ainda mais na resolução de uma equação mais complexa, com parêntesis e denomi-
nadores: 
 
André: [suspira] Então, eu quero meter aqui os números de baixo todos 
iguais.  
Professora: Os números de baixo que são os…? 
André: O 6, o 3 e o 2. 
 
A primeira ideia do aluno é a de reduzir todos os termos ao mesmo denomina-
dor. Começa, então, a escrever mas pára subitamente, por não saber o que fazer com a 
expressão entre parêntesis: 
 
 
Figura 32. Entrevista 2 – Questão III. 
 
Após esta hesitação do aluno, gera-se o seguinte diálogo: 
 
Professora: Qual era o teu raciocínio? 
André: Era meter aqui, deixar vezes um, aqui vezes dois, vezes três e 
vezes seis. 
Professora: Hum, mas depois hesitaste, porquê? 
André: Porque causa deste. Depois vou ter que mudar o de cima tam-
bém… os de cima vou ter que mudar… os de baixo eu corto e os de cima 
mudam. (…) Stora, agora a complicação é essa. É dos parêntesis. 
Professora: O que é que significam esses parêntesis para ti? 
André: Para mim nada. 
Professora: Nada. Hum, hum. 
André: Não sei se devo mudar os números que estão lá dentro pelos que 
estão cá fora, não sei. 
 
Pretendendo reduzir todos os termos ao mesmo denominador, André encontra 
um múltiplo comum e revela ter a noção de que multiplicando os denominadores terá, 
também, que multiplicar os numeradores. No entanto, o facto de não ter simplificado as 
expressões, sublinhando o facto de não conseguir aplicar a propriedade distributiva da 
multiplicação em relação à adição, faz com que lhe surja uma dificuldade acrescida que 
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não consegue superar. A partir daqui, André declara não se sentir em condições de con-
cluir a sua resolução e não escreve mais nada. 
 
Equações literais 
A resolução da equação literal y = 3x + 200 em ordem a x suscita no aluno uma 
nova reacção negativa, mas parece existir a intenção de isolar x num dos seus membros: 
 
André: Eia… isto é que eu não percebo nada. Resolver à ordem não sei 
do quê… 
Professora: O que é que isso significa para ti? Resolver em ordem a… 
André: A x… acho que tenho que passar o x para o outro lado. 
Professora: Passar assim? 
André: Então, está a dizer para resolver em ordem a x… Eu não percebo 
muito destas equações. 
 
Começo por perguntar-lhe se, neste momento, a equação está resolvida em 
ordem a alguma das letras. André responde que está resolvida em ordem a y, mas que 
não é capaz de a resolver em ordem a x: 
 
Professora: Mas se tu não quisesses deixar isso em branco e quisesses 
experimentar, o que é que tu farias? O que é que fazia sentido para ti? 
André: Se calhar mudar o 3x para um lado e o y para o outro. [escreve] 
 
      
 
André utiliza as regras práticas que utiliza na resolução de equações do 1.º grau 
com apenas uma letra. Em seguida, procuro perceber melhor o modo como encara o 
papel das letras na equação, propondo-lhe um novo cenário: 
 
Professora: Então e explica lá porque é que o teu interesse foi em sepa-
rar os termos com x para um membro e os termos com y para outro? No 
fundo são duas letras, não é? Porque é que… 
André: Porque está a dizer para resolver em ordem a x. 
Professora: Hum, hum. Então têm papéis diferentes, é? 
André: Acho que sim. 
Professora: Se tivesse outra letra, por exemplo, um a… 
André: Mais outra letra? Oh… 
Professora: Mais outra. Passavas para que membro, para o do x ou do y? 
André: Passava para o do y porque é para resolver em ordem a x. 
 
Uma vez que tenciona resolver a equação em ordem a x, André refere, em segui-
da, achar que “ainda falta mais alguma coisa”. Nessa altura pergunto-lhe: 
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Professora: Quando é que tu terias a noção de ter a equação resolvida 
em ordem a x? Era quando tivesses o quê? 
André: Quando tivesse x igual a qualquer coisa, depois a seguir. 
 
O aluno continua a resolução cometendo um erro na transposição de -3 para o 2.º 
membro: 
 
 
Figura 33. Entrevista 2 – Questão II. 4. 
 
Quando termina de escrever, pergunto-lhe se considera que a equação está resol-
vida em ordem a x. O aluno responde que sim, mas dá a entender que alguma coisa não 
está bem: 
 
Professora: O que é que querias fazer mais? 
André: Não, é que eu fico a pensar nas outras equações, só que esta é 
diferente. Fico a pensar, tipo, x depois igual a qualquer coisa sobre outro 
número. Só que como é para resolver em ordem a x… Eu acho que já 
está feito. 
 
André aceita que a equação está resolvida em ordem a x, aceitando a existência 
de uma expressão algébrica que o representa. Já nas equações que resolveu anteriormen-
te tinha revelado alguma incompreensão do último procedimento que conduz à determi-
nação do valor da incógnita. Aqui, este facto é visível mais uma vez, quando não consi-
dera a operação envolvida no monómio – 3x e tenta, erradamente, “trocar-lhe o sinal”. 
Curiosamente, quando olha para o que fez, apercebe-se de que não é assim que costuma 
fazer, noutro tipo de equações, mas acrescenta, como justificação, que esta equação é 
“diferente”. 
 
Reflexão 
Nesta segunda entrevista, André revela progressos bastante assinaláveis no que 
se refere à resolução de equações do 1.º grau. Embora não saiba justificar todos os pro-
cedimentos que efectua, consegue resolver equações simples de tipo aritmético e algé-
brico, de modo eficiente. Quando as equações se tornam mais complexas, o desempe-
nho do aluno ganha contornos distintos. Se a equação tem apenas a presença de termos 
com denominadores diferentes de 1, descreve uma metodologia que lhe permite obter a 
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sua solução: a redução de todos eles ao mesmo denominador e a obtenção de uma equa-
ção equivalente mais simples. No entanto, a dificuldade que sente na equivalência de 
expressões algébricas, principalmente quando é necessária a aplicação da propriedade 
distributiva da multiplicação em relação à adição, impede-o de lidar adequadamente 
com equações mais elaboradas, com parêntesis e denominadores. Por outro lado, é de 
referir que em nenhum momento da segunda entrevista, o aluno recorre à formulação de 
uma equação enquanto instrumento para a resolução de problemas. 
A resolução da equação literal em ordem a x traz-lhe novamente o “receio” de se 
confrontar com a presença de muitas letras. No entanto, é bem claro, do seu discurso, 
que pretende isolar x, atribuindo a esta letra um estatuto distinto do que atribui a todas 
as restantes. Apesar do receio que sente, o aluno envolve-se nesta resolução, aplicando 
as regras práticas que utiliza na resolução de outras equações do 1.º grau. Salienta-se 
ainda que o aluno não estranha o facto de não obter um valor numérico, mas sim uma 
nova expressão algébrica que representa x. Esta equação não é resolvida de modo inte-
gralmente correcto porque, no final, comete um erro que vem confirmar o facto de não 
ter compreendido verdadeiramente o modo como pode determinar o valor de x. 
6.5. A evolução de André 
Após a caracterização do desempenho inicial de André, a descrição de alguns 
dos momentos significativos que viveu durante a unidade de ensino e a análise da sua 
prestação na segunda entrevista, é possível identificar aspectos em que manifesta uma 
evolução bastante positiva e outros em que continua a manifestar dificuldades. 
Relativamente à exploração de situações que envolvem variáveis, há uma forte 
evolução do aluno, ao longo do percurso que efectuou. Na primeira entrevista, André 
imagina a continuação da sequência que lhe é apresentada de um modo cíclico e reve-
la-se mais à vontade na caracterização de uma figura próxima das representadas. As 
suas dificuldades surgem a partir do momento em que necessita de caracterizar uma 
figura distante, que gera a necessidade de pensar de um modo um pouco mais geral. 
Apesar de não ter ainda trabalhado este tipo de tarefas nas aulas de Matemática, o aluno 
faz-se valer dos seus próprios recursos e constrói estratégias alternativas que lhe permi-
tem atingir os seus objectivos. Nesta entrevista, revela, também, como potencialidade 
intuitiva, o facto de conseguir argumentar se uma figura pertence ou não à sequência 
com base numa regularidade que identifica. 
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No que se refere à formulação de uma regra geral de construção da sequência, é 
notório que, para qualquer ordem, seria capaz de caracterizar a figura correspondente. 
Todavia, manifestando a sua reduzida familiaridade com este tipo de questão, tem difi-
culdade em transmitir essa ideia de forma geral, apresentando, como exemplo, o que 
sucede num caso particular. A expressão de uma regra geral é o aspecto em que acaba 
por ter uma prestação menos conseguida. 
Durante a unidade de ensino, as tarefas que resolve proporcionam-lhe o contacto 
com sequências diversas. Nas resoluções elaboradas com Maria, André tem um contri-
buto muito importante em vários momentos, o que lhe permite ganhar a autoconfiança 
de que necessitava. O desafio que a maior parte das tarefas constituiu para si motivou 
este envolvimento. Apesar de ter tido um percurso escolar bastante atribulado, marcado 
por inúmeros insucessos, o aluno revela muitas capacidades para construir estratégias 
próprias e para resolver problemas. Este potencial investigativo é o motor que, ao longo 
da unidade de ensino, o leva a resolver as tarefas com entusiasmo. O seu envolvimento 
era menos notório quando na aula se resolviam exercícios mais formais, desligados de 
uma utilidade prática e imediata. Por outro lado, a resolução das tarefas sobre sequên-
cias e funções levou-o a compreender que a linguagem algébrica pode ser um instru-
mento importante, nomeadamente para a expressão de generalizações. 
Na segunda entrevista, apesar de não apresentar uma resolução completamente 
correcta logo no seu primeiro olhar sobre cada situação, André mostra um desempenho 
mais completo do que na entrevista anterior. Ao longo da construção da sua resolução 
comete alguns erros que vai corrigindo de forma autónoma, suportado pela análise do 
contexto da situação. Desta feita, André generaliza a relação funcional em causa sem 
hesitar. Quando procura fazê-lo com recurso à linguagem algébrica, denota alguma difi-
culdade quanto ao significado da letra n (que ele próprio opta por usar). Em seguida, 
depois de se centrar em apenas uma das possibilidades atinge esse objectivo. 
É de notar que ao contrário do que sucedeu com Sofia, para André a representa-
ção geométrica a que a sequência estava associada assumiu um duplo papel. Assim, 
constituiu simultaneamente: (i) um suporte do seu raciocínio, quando não se recordava 
do significado de algumas expressões algébricas; e (ii) uma fonte de confusão, quando a 
divisão da figura originou sobrecontagens que quase prejudicaram o seu desempenho. 
É na análise de funções, no seu caso mais geral, que André tem uma melhor 
prestação. Utiliza estratégias diversificadas, envolvendo a compreensão da covariação e 
da correspondência e ainda outras estratégias que envolvem relações aritméticas entre 
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valores de uma mesma variável. Neste ponto, manifesta também a capacidade de inver-
ter o seu raciocínio, mesmo no caso em que não existe proporcionalidade directa, con-
firmando ter percebido bem a relação existente entre as variáveis. Generaliza, mais uma 
vez, sem dificuldades. A expressão desta generalização através da linguagem algébrica 
tem a particularidade de não seguir as convenções habituais, adequando-se directamente 
ao modo como raciocinou. Em alguns momentos, mostra que consegue lidar com dife-
rentes representações da relação funcional, recorrendo a tabelas e gráficos, quando pre-
cisa de interpretar algum aspecto da situação representada. 
A compreensão da linguagem algébrica é, para mim, um dos aspectos em que 
André registou maior evolução. No início deste estudo, a sua relação com a simbologia 
era marcada por uma reacção negativa muito acentuada. Ao longo da unidade, o pro-
gressivo contacto com a linguagem algébrica, inicialmente associada a situações a que 
conseguia atribuir significado, contribuiu para uma menor rejeição deste tipo de repre-
sentação e para um envolvimento maior, por parte do aluno. Esta atitude de alguma 
rejeição continua a manifestar-se na segunda entrevista, em diversos desabafos, mas de 
um modo menos saliente. Apesar desses desabafos, o aluno deixa-se envolver pelas 
tarefas propostas, o que é um aspecto bastante positivo. 
Nesta segunda entrevista, André passa a contemplar a linguagem algébrica de 
uma forma mais multifacetada do que sucedera na primeira entrevista, distinguindo a 
sua utilização como incógnita e como instrumento de generalização. O aspecto em que 
sente mais dificuldade diz respeito à utilização da letra como variável. 
No que se refere à compreensão do significado das expressões algébricas, André 
revelava dificuldades muito acentuadas na primeira entrevista, que foi esclarecendo ao 
longo do tempo. A unidade de ensino teve um papel importante na construção destes 
significados e na própria aceitação da falta de fechamento das expressões algébricas. No 
entanto, a compreensão de expressões algébricas equivalentes é um ponto onde revela 
muitas dificuldades, limitando-se à avaliação dos seus valores em casos concretos e à 
procura de contra-exemplos. No entanto, na aplicação da propriedade distributiva da 
multiplicação em relação à adição o aluno revela as suas dificuldades mais graves. 
É de registar que André revela fortes progressos na resolução de equações do 1.º 
grau, utilizando estratégias intuitivas e os procedimentos formais que aprendeu nas 
aulas. As dificuldades que manifesta surgem na resolução de equações mais complexas, 
com parêntesis e denominadores, relacionando-se com algumas dificuldades que ainda 
tem na manipulação das expressões algébricas. 
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Apesar da presença de diversas letras, André envolve-se também na resolução de 
equações literais e evidencia vários aspectos positivos: (i) distingue o papel assumido 
pelas diversas letras, de acordo com o objectivo perseguido na resolução; (ii) aplica os 
procedimentos formais que utiliza nas equações do 1.º grau com apenas uma letra; e (iii) 
aceita que a equação está resolvida quando obtém uma expressão algébrica para x. A 
dificuldade que sente na compreensão de alguns dos procedimentos que utiliza habi-
tualmente na resolução de equações leva a que cometa um erro na sua resolução. 
Para este aluno, os contributos principais da vivência da unidade de ensino pare-
cem ter sido: (i) o alargamento das estratégias de que dispõe para trabalhar com situa-
ções que envolvem variáveis; (ii) a utilização da letra como incógnita e como número 
generalizado; (iii) a compreensão do significado de expressões algébricas simples; (iv) a 
resolução de equações do primeiro grau simples; e (v) o estabelecimento, com a lingua-
gem algébrica, de uma relação mais positiva. 
O percurso escolar de André está marcado por muitos insucessos e por um gran-
de receio de falhar em tarefas mais complicadas. O entusiasmo que revela na unidade de 
ensino contrasta com a sua postura habitual na aula. No final da segunda entrevista, con-
firma que sentiu este entusiasmo, destacando as tarefas relativas ao estudo de sequên-
cias e funções e a tarefa 8, por terem sido as que lhe fizeram “puxar mais pela cabeça.” 
Destaca, pela negativa, a tarefa 6, relativa ao início do estudo das equações com deno-
minadores, por ter sido a mais difícil para si. A visível evolução do seu pensamento 
algébrico permite pensar que com experiências mais longas poderia alcançar um melhor 
desempenho e superar as dificuldades que ainda manifesta. 
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Capítulo 7 
Episódios na Vivência da Unidade de Ensino 
O presente capítulo procura analisar globalmente o modo como a turma viveu as 
experiências previstas na unidade de ensino e o desempenho dos alunos em algumas das 
tarefas que realizaram. Opto por destacar apenas alguns momentos particulares vividos 
neste período, que me pareceram mais marcantes por terem proporcionado novas apren-
dizagens ou suscitado dificuldades evidentes. 
7.1. Primeiros passos na exploração de sequências de números 
Esta secção centra-se na primeira parte da unidade de ensino, que envolveu a 
resolução de tarefas sobre sequências de números. Analiso, de modo particular, a reso-
lução da tarefa 1 – “Voo em V” – e a discussão geral das principais conclusões obtidas, 
pela importância que tiveram nesta experiência. Em seguida, refiro-me às tarefas 2 e 3 – 
“Observando a variação…” e “O que escondem os gráficos?” – cuja exploração propor-
cionou o uso de estratégias intuitivas e a sua progressiva formalização, conduzindo ao 
trabalho com equações do 1.º grau. 
7.1.1. Estratégias iniciais 
A primeira reacção da turma ao enunciado da tarefa 1 foi de alguma estranheza. 
Indiquei aos alunos que a deveriam resolver em pares, registando todas as conclusões 
que tirassem sobre a situação. Tratando-se de um tema completamente novo para eles, 
manifestaram dificuldades em interpretar o que se pretendia em algumas das questões. 
Quando me apercebi desta reacção, sugeri-lhes que observassem atentamente as figuras 
e trocassem ideias sobre elas com os seus pares. Após este momento inicial, os alunos 
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centraram novamente a sua atenção na tarefa e detectaram as primeiras regularidades, o 
que lhes deu confiança para continuar. 
As estratégias mais utilizadas na primeira abordagem às sequências são muito 
intuitivas. A mais frequente foi o uso da covariação para determinar o número de pontos 
de cada figura, com base no número de pontos da figura anterior. Os alunos observaram 
como variava o número de pontos entre figuras consecutivas e incluíram na sua resolu-
ção justificações como: “Têm sempre dois a mais” (Ana e Alexandre). Outros optaram 
por representar directamente todas ou apenas algumas das figuras em causa e contar os 
pontos que as constituíam. Um dos pares optou por incluir uma combinação de ambas 
as estratégias. 
Nesta aula, duas alunas da turma, Filipa e Carla, destacaram-se por terem adop-
tado uma estratégia diferente, que se baseia numa decomposição da figura em duas par-
tes. Na primeira, o número de pontos é superior ao número da figura em uma unidade. 
Na segunda, esses dois números são exactamente iguais: 
 
 
 
Figura 34. Tarefa 1 – Questão 1. 1. – Filipa e Carla. 
 
As estratégias utilizadas decorrem da observação das figuras e das regularidades 
que cada grupo conseguiu detectar nelas. Mafalda e Andreia, para além da resposta cor-
recta que deram à questão, referiram que “todos os bandos de aves têm um número 
ímpar.” Salienta-se o facto de todos os alunos terem conseguido caracterizar as figuras 
5, 6 e 7 com facilidade, dada a sua proximidade das figuras representadas no enunciado. 
Na caracterização de uma figura distante e na descrição de uma regra de forma-
ção, os alunos alargaram as suas estratégias, considerando também a relação de corres-
pondência entre as variáveis. Esta relação foi expressa de modos distintos, mas teve 
sempre por base a decomposição geométrica da figura em dois ramos principais, cujo 
número de pontos é o número da figura, aos quais se acrescenta o ponto que se situa no 
seu vértice. Assim, obtiveram 100+100+1, isto é, 201 pontos. Outros alunos, referiram-
se ao mesmo tipo de raciocínio mas deram-lhe um aspecto um pouco diferente, já que 
multiplicaram o número da figura por 2 e adicionaram 1: 
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Figura 35. Tarefa 1 – Questão 1. 2. – Ricardo, Joana e Susana. 
 
Foi o que sucedeu com o grupo de Ricardo, Joana e Susana, que cometeu um 
erro formal quando escreveu: 2 x 100 = 200 + 1 = 201. Apercebi-me, no decurso da 
aula, que este erro era cometido por diversos alunos, que não assumiam a transitividade 
do sinal de igual, considerando-o nitidamente um sinal unidireccional. Discutimos este 
aspecto no final da aula. À semelhança do que tinham feito inicialmente, Filipa e Carla 
adicionaram apenas duas parcelas, dado que dividiram a figura em duas partes. As alu-
nas explicaram, então, que a figura tem 201 pontos, calculando: 101+100=201. 
Apoiados pelo contexto pictórico, diversos pares conseguiram imaginar a 100.ª 
figura, abrindo caminho à generalização. No entanto, foi neste ponto que surgiram os 
primeiros alunos em dificuldades. Jacinto e Carolina tentaram utilizar de novo a relação 
de covariação e consideraram ser necessário adicionar 3 pontos em vez de 2, como 
deveriam. Deste modo, não conseguiram obter o número correcto de pontos da figura: 
 
 
Figura 36. Tarefa 1 – Questão 1. 2. – Jacinto e Carolina. 
 
No que diz respeito a uma possível localização para uma figura com 135 pontos 
nesta sequência, a maior parte dos alunos apoiou-se novamente na representação geo-
métrica associada e inverteu as operações efectuadas, retirando uma unidade e dividindo 
o valor obtido por dois. Outros alunos obtiveram o número pretendido mas não explica-
ram o modo como procederam. Observei, na aula, que alguns grupos, como o de Ana e 
Alexandre, o fizeram por tentativas. Alguns deles limitaram-se a incluir na folha de res-
postas a verificação de que o valor encontrado se ajustava à situação em causa: 
 
 
Figura 37. Tarefa 1 – Questão 1. 3. – Ana e Alexandre. 
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Também no que diz respeito à generalização houve desempenhos bastante dis-
tintos. Érica e Miguel fizeram uma afirmação de carácter geral, que decorre directamen-
te da análise que fizeram da covariação: 
 
 
Figura 38. Tarefa 1 – Questão 1. 4. – Érica e Miguel. 
 
Outros alunos basearam a sua generalização na relação de correspondência que 
detectaram anteriormente. É notório que a forma como resolveram as primeiras questões 
influenciou o modo como procederam à descrição de uma regra geral. Assim, os alunos 
que na 100.ª figura tinham multiplicado o número 100 por 2 e adicionado 1 responde-
ram de modo semelhante aos alunos que se seguem: 
 
 
 
Figura 39. Tarefa 1 – Questão 1. 4. – Pedro e Catarina. 
 
Filipa e Carla, também na sequência do seu raciocínio inicial, afirmaram: 
 
 
 
Figura 40. Tarefa 1 – Questão 1. 4. – Filipa e Carla. 
 
É de referir que nem todos os alunos conseguiram responder a esta questão. Um 
grupo deixou-a em branco e dois deram respostas que não se adequavam ao que se pre-
tendia. Dois outros grupos responderam de forma incorrecta porque fizeram a generali-
zação do processo utilizado para determinar uma ordem e não um termo da sequência. 
Florbela e Lorena, em vez de generalizarem o raciocínio como era pedido, tentaram 
particularizar, sendo notório que não distinguiam correctamente os papéis das variáveis 
e confundiam as relações entre ambas: 
 
 
 
Figura 41. Tarefa 1 – Questão 1. 4. – Florbela e Lorena. 
 
A tarefa foi resolvida pelos alunos de forma autónoma, até ao fim, sem interrup-
ções, seguindo-se a discussão em grande grupo. 
Explorando relações funcionais no 8.º ano 
167 
7.1.2. Contributo da primeira discussão geral 
Os alunos desta turma já estavam familiarizados com este tipo de organização da 
aula. Assim, sabiam que no momento da discussão geral seria valorizado o facto de par-
tilharem as suas estratégias, principalmente quando podiam acrescentar algo novo ao 
que era referido. Quando Ricardo foi ao quadro descrever as 5.ª, 6.ª e 7.ª figuras, expli-
cou: 
 
Ricardo: Então, tira-se esse [pega-se no número da figura] e multiplica-
se por dois e acrescenta-se o 1. 
Professora: Mas essa foi a primeira estratégia que utilizaram? 
Ricardo: Não, vimos que se acrescentam dois pontos. 
 
Neste momento, o aluno reconheceu o facto de, em grupo, ter iniciado o raciocí-
nio pela observação do modo como variava o número de pontos, de uma figura para a 
seguinte. A estratégia de uso da covariação revelou-se muito imediata para a maioria 
destes alunos. No entanto, a realização da tarefa exigiu que fossem um pouco mais além 
no seu raciocínio, o que os fez procurar relações entre os valores correspondentes de 
variáveis distintas. Quando partilharam a sua estratégia, Jacinto e Carolina, que tinham 
pensado inicialmente que se acrescentavam três pontos em vez de dois, viram esta ideia 
refutada pelos restantes colegas, que lhes explicaram que isso não era verdade, com 
base no número de pontos das primeiras figuras.  
O tipo de questões incluídas nesta tarefa, a sua resolução em pares e a realização 
de uma discussão geral foram aspectos que vieram requerer a necessidade de uma boa 
comunicação oral e escrita que permitisse a expressão dos factos observados e dos con-
ceitos matemáticos. No decorrer da nossa conversa colectiva considerei que seria pro-
veitoso introduzir duas palavras novas, frequentemente utilizadas no contexto das 
sequências de números – ordem e termo – para facilitar este processo de comunicação. 
Os alunos começaram imediatamente a tentar utilizá-las, quando se exprimiam oralmen-
te. Uma aluna referiu até que tinha lógica que se chamasse ordem “porque as figuras 
estão em ordem na sequência”. Esta discussão geral permitiu, ainda, discutir aspectos 
formais da escrita de diversos alunos, nomeadamente a utilização incorrecta do sinal de 
igual, de que me tinha apercebido enquanto circulava entre eles. 
Apesar do seu contacto anterior com a linguagem algébrica, nenhum dos pares a 
utilizou como instrumento para explicitar a regra geral, descrevendo-a sempre em lin-
guagem corrente. Ainda durante a discussão, solicitei a Maria que fosse ao quadro 
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escrever a regra que construiu com André, mas a extensão da resposta de ambos fez 
com que esta transcrição fosse algo demorada. Impacientes, alguns alunos questionaram 
o facto de ser necessário construir uma resposta tão completa... Esta situação levou-me a 
sugerir que poderiam ter alguma vantagem se utilizassem a linguagem matemática para 
representar a ordem de uma figura qualquer, exprimindo todo o raciocínio de um modo 
mais curto. Sugeri, propositadamente, que se representasse o número da figura por uma 
letra. Os alunos sugeriram que fosse um x, notação utilizada do ano anterior para repre-
sentar uma incógnita. Em seguida, coloquei novamente a questão: 
 
Professora: Se o número da figura for x, como é que eu encontro uma 
fórmula que permita determinar o número total de pontos? Cada um 
escreve para si, o que pensa que pode ser… 
 
Pedi aos alunos que escrevessem individualmente, no seu caderno, uma expres-
são que pudesse adequar-se à situação. Surgiram contributos distintos que permitiram 
discutir o significado de algumas expressões algébricas com que já tinham trabalhado e 
que ainda suscitavam dificuldades. Joaquim escreveu, de imediato, 2 x x + 1 e cha-
mou-me ao seu lugar para me mostrar o que fez, dizendo – “Stora, esta é a nossa regra, 
não é?” – com um ar entusiasmado. Não confirmei esta resposta em voz alta e procurei 
saber o que tinham escrito outros alunos. Constatei que existiam mais alguns que 
tinham escrito esta mesma fórmula. No entanto, nem todos conseguiram escrever 
expressões adequadas. Influenciada pelo raciocínio que tinha sido desenvolvido a pro-
pósito da 100.ª figura em que multiplicava a ordem por 2 e adicionava 1 ao resultado, 
Érica sugeriu em voz alta: x x 2 = x + 1. Logo em seguida, Ricardo, reformulando a res-
posta da sua colega, sugeriu x x 2 + 1. 
Filipa e Carla obtiveram expressões diferentes, baseadas na sua estratégia ante-
rior de decomposição das figuras: x + 1 pontos de um lado e x pontos do outro. Adicio-
nando estas duas expressões um aluno sugeriu que x + x era o mesmo que 2x, pelo se 
construiu a expressão 2x + 1. Em seguida, procurei que a turma me desse outras expres-
sões algébricas possíveis para representar o número de pontos da figura x. Érica sugeriu 
novamente: x2 + 1. Esta sugestão permitiu-nos clarificar a distinção entre 2x e x2, com 
recurso ao significado das potências. Miguel sugeriu, como outras expressões possíveis: 
1 + 2x e 1 + x.2. Fui escrevendo, no quadro, uma lista com as expressões adequadas e 
outra com as restantes, à medida que iam sendo sugeridas pelos alunos, de modo a que 
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estes as visualizassem como representantes de uma mesma entidade. Este trabalho com 
expressões equivalentes foi uma dimensão bastante importante da discussão geral. 
Realça-se ainda o facto de, na parte final da discussão, perante a expressão 
2x + 1, Jacinto ter-se recordado de algo que aprendeu anteriormente, exclamando: “Ah, 
temos que isolar…!”. Esta afirmação fez-me pensar, na altura, que o aluno estava a refe-
rir-se aos procedimentos que utilizava para resolver equações, sem distinguir o facto de 
se tratar apenas de uma expressão algébrica. Neste caso, a finalidade era a de generali-
zar e não a de determinar o valor de uma incógnita. Rapidamente Joana afirmou: “Não, 
isso é só quando tem um igual…”. Esta afirmação conduziu a uma primeira reflexão 
sobre a diferença entre uma equação e uma expressão algébrica e sobre as finalidades de 
cada uma delas. 
Na minha perspectiva esta discussão geral teve um papel muito importante, na 
medida em que permitiu aos alunos colocarem as suas questões, relativamente ao signi-
ficado dos símbolos, com os quais já evidenciavam algum contacto. Permitiu também 
reflectir sobre as vantagens da utilização da linguagem algébrica em relação à lingua-
gem corrente. A troca de ideias começou com a possibilidade de exprimir raciocínios de 
um modo mais sucinto e rigoroso, mas ao longo da unidade, a possibilidade de resolu-
ção de problemas de modo eficaz, conferiu aos símbolos outras potencialidades. A utili-
zação da letra enquanto instrumento de generalização e a aceitação da expressão algé-
brica como algo que existe, por si só, com a finalidade de representar, por exemplo, o 
número de pontos de uma figura genérica, foram duas das aprendizagens principais des-
ta aula para os alunos. No entanto, a progressiva formalização da linguagem utilizada na 
expressão do raciocínio e a compreensão de outros significados da linguagem algébrica 
foram aspectos que só com a vivência de novas experiências na unidade de ensino e a 
passagem do tempo foram amadurecendo nestes alunos. 
Olhando para esta aula de uma forma retrospectiva, observo que a maior parte 
dos pares mostrou um bom desempenho na resolução da tarefa, definindo as suas pró-
prias estratégias de resolução. Por este motivo, considero que a tarefa possui um grau de 
dificuldade adequado ao trabalho inicial que pretendia realizar com estes alunos, dadas 
as suas dificuldades. A sua relativa simplicidade permitiu-lhes um primeiro contacto 
com processos com os quais não tinham tanta familiaridade como a generalização e a 
respectiva descrição. Por outro lado, o facto de terem surgido na turma estratégias dis-
tintas permitiu que se gerasse uma discussão geral bastante rica, envolvendo a troca de 
ideias sobre aspectos importantes: a forma como se descrevem os raciocínios; a utiliza-
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modo, escreveram o termo 3 como soma da ordem 2 com a ordem 1, o que lhes permitiu 
obter uma generalização da relação funcional: 
 
 
 
Figura 43. Tarefa 2 – Questão 1. 1. – Marisa e Helena. 
 
Foi importante o facto de termos trabalhado novamente com a sequência dos 
números ímpares, mas agora com outro primeiro termo, uma vez que este novo requisito 
provoca alterações na expressão geral. Neste caso, uma expressão algébrica adequada 
era 2n – 1 em vez de 2n + 1, como tínhamos visto na tarefa anterior.  
Relativamente aos números pentagonais, saliento, como aspecto negativo o facto 
de os alunos terem tido muitas dificuldades em representar geometricamente as figuras 
seguintes, o que os fez demorar algum tempo. Por outro lado, a imprecisão dos dese-
nhos que alguns alunos efectuaram dificultou o seu raciocínio. Este aspecto poderá ser 
evitado, em eventuais reformulações desta tarefa. 
Os alunos tiveram ainda a oportunidade de trabalhar a representação gráfica de 
sequências (em papel quadriculado) que, a par das tabelas e das expressões algébricas, 
constitui um importante modo de representação de uma relação funcional. A determina-
ção da ordem, quando se conhece o seu termo foi um problema resolvido pelos alunos 
com base na inversão dos raciocínios desenvolvidos para determinar um termo. Este foi 
um primeiro passo no sentido da formalização do raciocínio efectuada posteriormente, 
nomeadamente, na resolução de equações. A resolução de exercícios do manual permi-
tiu encontrar termos diversos de sequências dadas pelo seu termo geral, alguns com um 
grau de dificuldade mais complexo, nomeadamente envolvendo denominadores. 
7.2. Estudo de funções 
Após o estudo das sequências de números, a segunda parte da unidade de ensino 
envolveu o estudo de funções, no seu caso geral. Nesta secção, refiro-me a alguns 
aspectos que me pareceram pertinentes no desempenho dos alunos na resolução das 
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tarefas 4 e 5 – “Gasóleo em Promoção” – e no modo como interpretaram gráficos diver-
sos na tarefa 6 – “Passeio a pé”. 
7.2.1. Função afim como modelo 
Optei por iniciar o estudo de Funções com a análise de duas situações contextua-
lizadas, que podem ser modeladas por duas funções afins. Ambas as situações refe-
rem-se a compras, realizadas com e sem desconto. A existência de um desconto faz com 
que deixe de existir uma relação de proporcionalidade directa. Após a distribuição da 
tarefa, os alunos iniciaram o seu trabalho imediatamente, tentando construir uma tabela 
com casos concretos, como lhes era pedido. Alguns alunos perguntaram se nessa tabela 
também deveriam colocar as designações “ordem” e “termo”, o que revela as semelhan-
ças que encontraram com as situações trabalhadas anteriormente. Sugeri que identificas-
sem as variáveis de acordo com o contexto, como “número de litros” e “preço a pagar” 
e resolvi retomar esta questão na discussão geral. 
Quando foram chamados a testar o que sucederia em casos concretos, verifi-
cou-se que alguns grupos manifestaram, novamente, a influência do trabalho prévio que 
desenvolveram com sequências de números. Deste modo, construíram tabelas como a 
que se segue: 
 
 
Figura 44. Tarefa 4 – Questão 1. – Ricardo e Joana. 
 
Observa-se que os alunos usaram correctamente a relação entre as variáveis, 
multiplicando o número de litros por 1,1 €. Os valores que Ricardo e Joana escolheram 
testar, nesta primeira abordagem à tarefa, eram números naturais. Este foi um aspecto 
que motivou uma discussão acerca dos valores que faziam mais sentido, no contexto 
desta situação, para o número de litros comprados pelo consumidor, proporcionando a 
extensão do caso discreto ao caso contínuo. Para além da discussão sobre os valores que 
a variável independente podia ou não tomar, o estudo das funções desenvolvido após o 
trabalho com sequências de números teve como aspecto positivo o facto de os alunos 
conseguirem aplicar estratégias de raciocínio que já tinham construído anteriormente: o 
uso da covariação e o uso da correspondência. 
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Uma das dificuldades sentidas pelos alunos prendeu-se com a necessidade de 
analisar e descrever o modo como se dava a variação entre as variáveis. Alguns deles 
procuraram passar, de imediato, a outros aspectos da tarefa. Apercebendo-me desta difi-
culdade, procurei incentivar estes grupos a pensar mais um pouco sobre a influência que 
a alteração do número de litros causaria no preço total a pagar. Surgiram diversas ideias, 
como a análise da covariação, para incrementos iguais, de uma unidade, na variável 
independente: “Variam uma com a outra. Se aumentarmos um litro aumentamos tam-
bém 1,1 euro no preço” (Jacinto e Florbela). Outros alunos analisaram a covariação e 
identificaram também, de imediato, a relação de correspondência entre as variáveis: 
 
 
 
Figura 45. Tarefa 4 – Questão 2. – Ana e Alexandre. 
 
No que diz respeito à generalização, a maior parte dos alunos não sentiu dificul-
dades. Quando procuraram exprimir essa generalização com recurso a uma linguagem 
mais formal, recorreram à mesma simbologia que foi usada nas sequências de números. 
O trabalho anterior com as sequências permitiu, por um lado, capitalizar as estra-
tégias já desenvolvidas nesse contexto para o estudo do caso geral das funções e, por 
outro, conduziu a uma nova discussão sobre o uso da simbologia e sobre os valores que 
a variável independente pode tomar, nos casos discreto e contínuo. A elaboração dos 
gráficos respeitantes a ambas as situações colocou muitas dificuldades a diversos alunos 
desta turma que começaram por construir escalas incorrectas para cada um dos eixos, 
situação de que não estava à espera e que me levou a intervir junto deles. Simultanea-
mente, isso fez com que a resolução integral das tarefas se tornasse um pouco mais 
demorada. No entanto, ambos os problemas permitiram fazer o estudo de situações com 
e sem proporcionalidade directa, do ponto de vista analítico e gráfico, constituindo-se 
como importantes momentos de aprendizagem. 
7.2.2. Interpretação de gráficos 
Ao longo da unidade de ensino houve diversas oportunidades para a construção 
e a interpretação de gráficos, quer no estudo das sequências de números, quer no estudo 
de funções. Na tarefa 6, os alunos deveriam fazer a interpretação de quatro gráficos 
dados, construindo uma situação que eles pudessem representar. Foi um momento inte-
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ressante na unidade de ensino porque permitiu trabalhar aspectos relacionados com a 
comunicação matemática escrita. Inicialmente houve alguma dificuldade em garantir 
que todos os grupos se encontravam realmente a produzir um texto adequado às diver-
sas características dos gráficos, uma vez que alguns começaram a imaginar histórias 
demasiado elaboradas, perdendo-se um pouco em pormenores como a descrição exaus-
tiva dos locais onde José e Mariana poderiam ter parado ou da sua possível ocupação no 
tempo livre. Uma vez que solicitei a produção de uma primeira versão escrita, a entregar 
no final da aula para uma primeira correcção, este momento inicial foi ultrapassado em 
cada grupo, ganhando-se uma maior concentração geral na tarefa. No entanto, os alunos 
revelaram alguma dificuldade em construir histórias coerentes com todos os gráficos e 
em aproveitar a informação neles contida. Alguns grupos consideraram, em separado, as 
situações de José e Mariana, analisando os gráficos 2 a 2, em vez de os considerarem na 
globalidade. 
O trabalho inicial dos grupos foi revisto por mim e devolvido na aula seguinte 
com sugestões de melhoramento dirigidas a cada um dos grupos, sugerindo que pensas-
sem em como poderiam substituir algumas expressões que utilizaram por outras mais 
adequadas e propondo a análise de aspectos que ainda não tinham focado, como por 
exemplo as velocidades de José e Mariana, em cada período. 
7.3. Equações do 1.º grau 
A resolução de equações do 1.º grau simples foi um tema abordado ao longo de 
toda a unidade de ensino. As tarefas 7 e 8 – “As gémeas misteriosas” e “Um muro no 
jardim” – permitiram, de modo mais específico, iniciar o trabalho com equações com 
denominadores e equações literais, assuntos que ainda não tinham sido abordados por 
esta turma. 
7.3.1. Equações com uma incógnita 
Como já referi, a diversidade de experiências vividas anteriormente pelos alunos 
era um dos aspectos que mais se fazia sentir na turma, principalmente no modo como 
lidavam com equações. De entre os alunos que tinham abordado este tema no 7.º ano, 
apenas uma minoria conseguia efectivamente resolver uma equação do 1.º grau. Os res-
tantes alunos, pelo contrário, davam sinais de nunca terem realmente aprendido a fazê-
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lo, ou porque se desinteressaram da disciplina e não investiram no trabalho desenvolvi-
do na aula, ou porque não tinham abordado este tema nas escolas dos países de onde 
tinham chegado recentemente. 
O trabalho com as sequências e as funções foi proporcionando oportunidades 
para a utilização da linguagem algébrica enquanto instrumento de generalização e para a 
partilha de significados. Procurei que estes temas proporcionassem também a oportuni-
dade para a resolução de equações do 1.º grau simples, de modo a que se criasse um 
entendimento comum entre os diversos alunos da turma que permitisse prosseguir para 
a abordagem de conceitos algébricos mais complexos. A primeira discussão que envol-
veu a resolução de equações surgiu a propósito da sequência cujo termo geral é 3n + 5, 
quando se procurava uma ordem particular que desse origem ao termo 300. Surgiu o 
seguinte diálogo na discussão geral: 
 
Professora: Então, qual era a ordem que dava origem ao termo 300? 
Érica: Stora, 3 x 100… 
Professora: Sim, e isso dá 300? 
Joaquim: Não, é só com 3n. 
Professora: Ah, mas eu não posso mudar assim a regra. Caso contrário, 
estaríamos a trabalhar com outra sequência que não esta. Eu só precisava 
de saber qual é o n, que faz com que esta expressão dê 300. 
Sofia: 300 – 5? Não sei… 
[pausa enquanto alguns alunos conversam entre si ou escrevem nos seus 
cadernos os raciocínios que tentam desenvolver.] 
Érica: Então, faz-se 3n = 300 – 5. 
 
Logo após este episódio, nem todos os alunos seguiram o raciocínio proposto 
por Érica, continuando a pensar nas suas estratégias. Pedro afirmou, entusiasmado: 
 
Pedro: Não passa no 300. 
Professora: Não passa no 300? 
Pedro: Não, não passa… 3 x 98 + 5 = 299; 3 x 99 + 5 = 302. Não passa 
no 300! 
 
Esta discussão prolongou-se com a continuação do raciocínio de Érica efectuada 
por Isabel, que terminou a resolução da equação no quadro, tendo em conta os seus 
conhecimentos anteriores. A forma como a discussão decorreu permitiu confrontar a 
resolução formal proposta por Isabel e o processo de tentativas proposto por Pedro, 
permitindo também averiguar se um certo valor, como 300, era ou não termo de uma 
sequência. Discutimos, ainda, que a resolução da equação poderia ser um processo mais 
rápido do que o das tentativas, para números consideravelmente maiores. 
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Quando propus aos alunos a resolução da tarefa 7, já tinham existido diversos 
momentos como o que acabei de descrever, resultantes de situações que foram surgindo 
e nos quais houve a partilha de experiências e saberes entre os diversos alunos. Esta 
tarefa conduziu ao primeiro contacto com equações com denominadores. Um dos aspec-
tos mais marcantes foi a realização de um trabalho prévio que envolveu as noções de 
metade, um terço e um sexto de vários percursos concretos que simularam, aspecto que 
abriu caminho à formulação de uma equação (com denominadores) que permitiria 
resolver o problema completamente. O trabalho aqui desenvolvido foi complementado 
pela resolução de problemas e exercícios do manual dos alunos. 
7.3.2. Equações literais 
A tarefa 8, “Um muro no jardim” foi uma das que mais me desafiou nesta uni-
dade de ensino. No início senti alguma dificuldade em acompanhar e gerir os diferentes 
rumos que as explorações dos alunos tomavam. Perante as questões iniciais que coloca-
ram sobre os diferentes modos possíveis para a construção do muro, sugeri que em pri-
meiro lugar vissem o que sucedia admitindo apenas a existência de uma fila de tijolos. 
Nesta situação, o comprimento variava de acordo com o número de tijolos deita-
dos e do número de tijolos em pé. Perante a existência de três variáveis em vez de ape-
nas duas, a maior parte dos alunos optou por considerar blocos de 2 ou mais tijolos que 
repetiam, para a construção do muro. Esta estratégia levou-os a concluir que o compri-
mento total era múltiplo do comprimento de cada bloco. Os primeiros registos de Mari-
sa e Helena, quando analisaram muros constituídos por tijolos amarelos, evidenciavam 
este raciocínio, sendo cada esquema indicativo de vários tipos de blocos iniciais. 
 
Figura 46. Tarefa 8 – Marisa e Helena. 
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Vários grupos consideraram diferentes sequências possíveis, nesta lógica de 
formação, e, espontaneamente, procuraram escrever expressões gerais que pudessem 
representar os comprimentos gerados em função do número de blocos adicionados, 
recorrendo à linguagem algébrica. Esta generalização diz respeito a uma relação entre 
apenas duas variáveis. 
A análise de muros constituídos por tijolos amarelos e azuis tornou necessária, 
para alguns grupos, a distinção entre o comprimento gerado pelos tijolos em pé e o que 
resultava dos tijolos deitados. Alguns alunos optaram, no entanto, por representar 
ambos os comprimentos por uma mesma letra, o que gerou uma certa ambiguidade. Foi 
o que sucedeu com Sofia e Laura. Os seus exemplos iniciais tinham em conta diversas 
possibilidades. Porém, é nítido no raciocínio que efectuaram a propósito do último 
exemplo que, dos 72 cm, 24 resultavam dos tijolos deitados e 48 cm resultavam dos 
tijolos colocados em pé: 
 
 
 
Figura 47. Tarefa 8 – Sofia e Laura – Parte 1. 
 
Embora tenham designado por x e y o número de tijolos deitados e o número de 
tijolos em pé, respectivamente, as alunas utilizaram uma mesma letra “C” para designar 
ambos os comprimentos e formularam uma equação. Quando substituíram x e y pelos 
valores particulares do exemplo considerado, obtiveram uma proposição falsa: 
 
Figura 48. Tarefa 8 – Sofia e Laura – Parte 2. 
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Verificando que não conseguiam atribuir sentido ao que fizeram, solicitaram a 
minha intervenção. Sugeri que voltassem a pensar no significado de todas as expressões 
que utilizaram. As alunas procuraram explicitar esses significados na sua folha de res-
postas e, considerando “C” como o comprimento total do muro, escreveram a equação 
literal ܥ ൌ 12ݔ ൅ 8ݕ, cuja adequação à situação procuraram testar, novamente, em 
casos concretos: 
 
 
 
Figura 49. Tarefa 8 – Sofia e Laura – Parte 3. 
 
Esta foi a primeira generalização que as alunas efectuaram envolvendo três 
variáveis, representadas por três letras distintas. Outros grupos na turma chegaram a 
conclusões semelhantes, através da exploração de outros muros possíveis. A tarefa pro-
porcionou um primeiro contacto com uma equação literal, que surgiu como generaliza-
ção de uma relação entre três variáveis. Uma vez que foi uma situação explorada pelos 
alunos, primeiro em casos concretos e depois como generalização, tornou-se claro o 
significado dessa representação simbólica da relação entre as variáveis. Enquanto 
docente, senti alguma dificuldade em gerir a discussão geral desta tarefa, dada a varie-
dade de raciocínios que surgiram e a vontade que a generalidade dos alunos manifestou 
de partilhar as suas estratégias. O facto de ter levado para casa os relatórios escritos 
pelos alunos permitiu-me preparar melhor este momento. A diversidade e os contributos 
partilhados por todos acabaram por ser, os aspectos que proporcionaram maior riqueza a 
esta exploração. 
De um modo geral, a planificação inicial da unidade foi concretizada, embora 
sofrendo pequenas modificações devidas a atrasos pontuais que surgiram. A realização 
das tarefas que concebi correspondeu às minhas expectativas iniciais, gerando discus-
são, experimentação e trabalho autónomo por parte dos alunos, tendo sempre em conta 
o desenvolvimento de actividades às quais conseguissem atribuir um sentido, pelo que a 
sua realização foi para mim bastante gratificante. 
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Capítulo 8 
Conclusão 
Neste capítulo começo por apresentar os principais resultados desta investiga-
ção, identificando alguns contributos que a exploração de tarefas de carácter explorató-
rio e investigativo envolvendo relações funcionais pode dar para o desenvolvimento do 
pensamento algébrico de alunos do 8.º ano. Termino com uma reflexão pessoal sobre o 
modo como decorreu este trabalho, apontando também algumas questões que me pare-
cem pertinentes relativamente ao processo de ensino-aprendizagem da Álgebra. 
8.1. Reflexão sobre o desenvolvimento do pensamento algébrico 
Este trabalho estuda o modo como a resolução de tarefas com carácter explorató-
rio e investigativo, envolvendo relações funcionais, pode contribuir para o desenvolvi-
mento do pensamento algébrico de alunos do 8.º ano de escolaridade. Deste modo, pro-
cura eventuais contributos de uma unidade de ensino baseada nesta estratégia curricular 
nas aprendizagens dos alunos. Em seguida, analiso as estratégias que os alunos utilizam 
na exploração de situações onde existem relações entre variáveis e a forma como inter-
pretam e utilizam a linguagem algébrica em diferentes situações, antes e depois da lec-
cionação da unidade de ensino. 
O estudo centra-se nos casos de Sofia e André, alunos que contrastam na idade, 
na situação familiar, no percurso escolar, nos interesses e projectos que têm para o futu-
ro ou mesmo na relação que mantêm com a escola e a disciplina de Matemática. Embo-
ra sejam alunos do 8.º ano e tenham tido contacto anterior com o estudo formal da 
Álgebra, ambos revelam, na primeira entrevista, dificuldades na compreensão da lin-
guagem algébrica. Na exploração de situações que envolvem variáveis, os alunos utili-
zam estratégias próprias que permitem fazer uma primeira caracterização do seu pensa-
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mento algébrico nesta fase. Após a vivência da unidade de ensino os seus desempenhos 
ganham novos contornos. 
8.1.1. Estratégias para a exploração de situações que envolvem variáveis 
Sequências. Para Sofia e André, a exploração da sequência proposta na primeira 
entrevista é uma tarefa com características novas. Os seus desempenhos permitem com-
preender o modo como raciocinam sobre esta situação, mobilizando os seus próprios 
recursos. Os modos distintos, mas legítimos, como ambos imaginam a continuação da 
sequência assumem um papel determinante nos seus desempenhos e nas estratégias que 
utilizam. É possível afirmar que ambos os alunos conseguem caracterizar eficientemen-
te a 12.ª figura, próxima das representadas no enunciado. As estratégias que utilizam 
para isso são muito imediatas: uso da covariação e a contagem. Esta preferência inicial 
por este tipo de estratégias vem ao encontro do que é relatado em Smith (2003). 
Seria de esperar que os alunos sentissem alguma dificuldade na questão relativa 
à generalização. No entanto, é logo na caracterização da figura distante, que exige um 
nível superior de abstracção, que os alunos manifestam as primeiras dificuldades. Efec-
tivamente, nenhum deles consegue, generalizar a regra de formação da sequência apre-
sentada, mas nesta situação são evidentes diversas manifestações do seu pensamento 
algébrico. Ambos os alunos revelam a capacidade de identificar regularidades e de efec-
tuar raciocínios de uma natureza mais geral: Sofia associa a direcção das figuras da 
sequência a um conjunto de números mais lato (os pares ou os ímpares); André reco-
nhece que todas as figuras terão um número de pontos inferior ou igual a 10 e consegue 
construir uma metodologia que lhe permite caracterizar qualquer figura da sequência 
que seja pedida. Os alunos mostram, assim, que são capazes de efectuar 
pré-generalizações, que não finalizam completamente, sentindo dificuldade em verbali-
zá-las e representá-las de modo suficientemente geral. 
Na segunda entrevista, perante uma sequência mais complexa em que não existe 
uma relação de proporcionalidade directa entre as variáveis, Sofia e André mostram que 
alargaram o leque das suas estratégias. Para além da covariação, ambos procuram 
espontaneamente encontrar a relação de correspondência entre as variáveis. Sofia come-
ça por fazê-lo, procurando relações aritméticas entre os valores das variáveis e, em 
seguida, recorre à decomposição geométrica da figura, sendo esta última estratégia tam-
bém seguida por André. O conhecimento da relação de correspondência permite-lhes 
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caracterizar a figura distante e generalizar a relação funcional com bastante facilidade. 
Para a sua expressão inicial, ambos os alunos recorrem à linguagem corrente. Em segui-
da, no que toca ao uso da simbologia, Sofia mostra um bom desempenho tal como 
André, embora revele maiores dificuldades relativamente à dualidade de significados 
que confere inicialmente à letra que escolheu. 
Funções. Na análise de funções, no seu caso geral, o desempenho de André é 
bastante superior ao de Sofia. Embora ambos resolvam a tarefa de modo completamente 
correcto, André não mostra quaisquer hesitações, utilizando diversas estratégias: uso da 
covariação, uso da correspondência e, no caso em que existe proporcionalidade directa, 
uso de relações aritméticas que identifica entre valores de uma mesma variável. O aluno 
é bem sucedido na exploração dos dois casos, independentemente da existência ou não 
de proporcionalidade directa. O facto de compreender realmente o modo como se dão as 
relações entre as variáveis permite-lhe inclusivamente inverter o seu raciocínio inicial 
sobre ambos os casos. Sofia recorre a um maior número de estratégias, mas acaba por 
aplicar algumas delas indevidamente ao caso de Rita, em que não existe proporcionali-
dade directa. No final, reconhece o erro que cometeu de forma espontânea. Apesar de 
Sofia percorrer um caminho mais sinuoso, é evidente que ambos os alunos conseguem 
generalizar as relações funcionais e utilizar correctamente a linguagem algébrica. 
Salienta-se, ainda, que ambos conseguem lidar com as várias representações da relação 
funcional. 
Os desempenhos dos alunos evoluem claramente ao longo deste estudo, revelan-
do aspectos comuns. Na segunda entrevista, nota-se a diversificação das estratégias que 
utilizam e uma maior facilidade em efectuar generalizações e representá-las simbolica-
mente. As dificuldades iniciais na caracterização de uma figura distante e na generaliza-
ção são completamente dissipadas uma vez que ambos atingem a compreensão da rela-
ção de correspondência entre as variáveis. Na inversão do raciocínio, Sofia evidencia 
alguma dificuldade no caso em que não existe proporcionalidade directa, tal como o que 
é relatado em Stacey (1989) situação que acaba por finalizar com sucesso quando se 
concentra em todos os dados do problema. Ao longo das suas explorações na segunda 
entrevista, Sofia e André procuram, em vários momentos, identificar regularidades e 
estabelecer conjecturas, reconhecendo que algumas delas não têm validade, através de 
contra-exemplos. Deste modo, é evidente o desenvolvimento do pensamento algébrico 
dos alunos, no sentido proposto por Kaput (1995, 1999). 
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8.1.2. Interpretação e uso da linguagem algébrica 
Papel da linguagem algébrica. Ao contrário do que sucede na exploração de 
situações envolvendo variáveis, era evidente que Sofia e André já tinham contactado 
com a linguagem algébrica em anos anteriores. O modo como estes alunos descrevem o 
papel desempenhado pela letra em cada uma das expressões permite-nos identificar 
ideias comuns que têm na primeira entrevista a esse respeito: (i) interpretam a letra pre-
ferencialmente como incógnita; (ii) ignoram, quase por completo, a possibilidade da sua 
utilização como número generalizado; e (iii) revelam dificuldade na compreensão de 
situações que envolvem a letra como variável. O uso preferencial da letra como incógni-
ta é um aspecto também relatado por autores como Booth (1984, 1988), relativamente a 
alunos sem qualquer contacto formal com a Álgebra. Sofia e André, apesar de frequen-
tarem o 8.º ano, continuam a evidenciar esta característica. O peso excessivo das situa-
ções em que a letra é vista como incógnita, vividas na Matemática escolar criticado por 
diversos autores (por exemplo, English & Warren, 1998; Ursini & Trigueros, 2001), 
pode ter contribuído para que os alunos continuassem, nesta fase, muito centrados nesta 
utilização dos símbolos literais. Küchemann (1981) e Kieran (1992) referem também 
que a interpretação da letra como número generalizado e a construção plena do conceito 
de variável são dois aspectos complexos para alguns alunos. Daí que seja importante, 
que lhes seja dada maior atenção, no âmbito do processo de ensino-aprendizagem da 
Álgebra, criando-se mais frequentemente, oportunidade para a compreensão de outras 
utilizações para a simbologia, tal como defende o NCTM (1989, 2000). 
Ao longo da primeira entrevista, ambos os alunos manifestam reacções negativas 
perante a presença de símbolos em algumas tarefas, observando-os como um elemento 
que gera uma dificuldade adicional e que acaba por complicar a Matemática. No caso de 
André esta reacção é tão evidente que o leva mesmo a procurar desistir prematuramente, 
evitando o envolvimento nas tarefas propostas. É evidente a influência das experiências 
anteriores vividas por estes alunos no âmbito da Álgebra, que geram um sentimento de 
incomodidade na actividade que são chamados a desenvolver na resolução da tarefa 
proposta na primeira entrevista. Esta reacção negativa torna-se menos evidente na 
segunda entrevista, mas continua a manifestar-se, principalmente por parte de André 
quando é mais notória a presença de símbolos literais na tarefa. 
A resolução de tarefas com carácter exploratório e investigativo parece ter con-
tribuído para a construção de uma visão mais ampla sobre o papel da simbologia e as 
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suas diferentes utilizações: Sofia vai mais além, aceitando o papel da letra como incóg-
nita, número generalizado e, pelo menos parcialmente, como variável; André, que parte 
de uma situação mais desfavorável, não progride tão rapidamente, mas é notável a for-
ma como alarga o leque de expressões algébricas a que consegue atribuir significado. 
Para além da associação da letra à representação de uma incógnita, a sua principal evo-
lução neste âmbito consiste na aceitação e no uso da letra enquanto instrumento de 
generalização. 
Compreensão de expressões algébricas. Na entrevista inicial André e Sofia 
reconhecem algumas das expressões algébricas que lhes são apresentadas. Os sentimen-
tos negativos que manifestam na primeira entrevista podem estar relacionados com as 
dificuldades que evidenciam na compreensão do seu significado e que estão presentes 
nos desempenhos de ambos, embora em níveis distintos: Sofia revela algum domínio da 
linguagem algébrica, mas confunde conceitos como 2x e x2, o que pode ser explicado 
por algum distanciamento que tem relativamente às experiências que viveu anteriormen-
te no âmbito em Álgebra; as dificuldades de André neste domínio, como a não aceitação 
da sua falta de fechamento ou a visão de 2x como um número de 2 algarismos, começa-
do por 2, são bastante mais profundas, revelando uma notória incompreensão acerca do 
uso da linguagem algébrica nas tarefas matemáticas. 
Algumas das incorrecções cometidas por estes alunos resultam da adaptação que 
fazem ao contexto algébrico de ideias formadas com base nas experiências que viveram 
na Aritmética. Em André é notória a utilização dos sinais “+” e “=” enquanto sinais 
unidireccionais e a necessidade que sente de obter uma solução para um dado problema. 
Sofia evidencia, também, uma ideia incorrecta sobre os efeitos que podem ter as opera-
ções de multiplicação e adição. As dificuldades que os alunos manifestam no domínio 
da linguagem algébrica e a influência das experiências da Aritmética na Álgebra têm 
sido, também, identificadas por diversos autores (por exemplo, Booth, 1984; Kieran, 
1989, 1992; Macgregor & Stacey, 1997). 
Na segunda entrevista, ambos os alunos revelam progressos assinaláveis também 
neste aspecto. Sofia revela uma segurança muito maior na distinção entre os significa-
dos das expressões, descrevendo-os correctamente e utilizando-as de forma adequada. 
André deixa de cometer erros que cometia anteriormente, nomeadamente quando aceita 
a falta de fechamento das expressões algébricas. Ao contrário do que sucede com Sofia, 
que interiorizou completamente as notações que costumam ser utilizadas por conven-
ção, no desempenho de André ainda há uma certa resistência ao modo mais habitual de 
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utilizar a linguagem algébrica, sendo que as expressões que utiliza continuam a acom-
panhar e traduzir fielmente o modo como raciocinou. Continua a haver alguma hesita-
ção da sua parte na identificação da operação de multiplicação em monómios como 4x, 
mas mesmo neste capítulo parece ter registado uma boa evolução. 
A compreensão de expressões algébricas equivalentes é o aspecto em que o 
desempenho de Sofia mais se distingue de André. Ambos revelam a capacidade de ava-
liar o valor de cada uma das expressões algébricas e averiguar se ambas produzem o 
mesmo valor para diversos valores iniciais. Quando encontram um contra-exemplo, 
conseguem excluir correctamente essas hipóteses. Sofia, no entanto, revela uma capaci-
dade maior de manipular algebricamente as expressões. André continua a mostrar-se 
incapaz de aplicar correctamente a propriedade distributiva da multiplicação em relação 
à adição, facto que vai prejudicar o seu desempenho na resolução de equações com 
parêntesis e denominadores. 
Resolução de equações do 1.º grau. No que se refere à resolução de equações do 
1.º grau, na primeira entrevista, Sofia e André também não obtêm desempenhos bem 
sucedidos. Ambos mostram compreender a noção de equação e reconhecer se um núme-
ro é ou não solução de uma equação de tipo aritmético, quando descobrem intuitivamen-
te um valor que, ao substituir a letra, lhes permite obter uma proposição verdadeira. No 
entanto, nenhum destes alunos consegue resolver autonomamente equações de tipo 
algébrico: Sofia mostra-se completamente inibida por não se recordar completamente do 
método que aprendeu para a sua resolução formal e não tenta construir nenhuma outra 
estratégia que lhe permita determinar a solução; André simplifica indevidamente a 
expressão algébrica do 1.º membro e mostra-se surpreendido quando no 2.º não encon-
tra o “resultado” que esperava, o que o impede de determinar com sucesso a solução 
pretendida. 
Após a unidade de ensino estes alunos continuam a resolver intuitivamente as 
equações mais simples de tipo aritmético e procuram usar as regras práticas mais fre-
quentes, para rapidamente obterem uma solução nas equações de tipo algébrico. Sofia, 
pelo modo como constantemente verifica e analisa criticamente o seu trabalho supera os 
erros que comete ocasionalmente. Pelo seu lado, a compreensão de expressões algébri-
cas permite a André melhorar o seu desempenho neste domínio. No desempenho de 
ambos os alunos são visíveis progressos na resolução de equações do 1.º grau simples. 
Quando as equações se tornam um pouco mais complexas, envolvendo denominadores 
e parêntesis, a prestação de André é claramente prejudicada por evitar a aplicação da 
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propriedade distributiva da multiplicação em relação à adição e por tentar apenas redu-
zir todos os termos ao mesmo denominador. Alguns dos procedimentos que utiliza reve-
lam, no entanto, alguma falta de compreensão das razões que os justificam. Não me 
parece que exista uma relação directa entre a melhoria do desempenho dos alunos na 
resolução de equações e o trabalho com relações funcionais. No entanto, o contributo 
substancial que esta exploração deu para a compreensão do significado das expressões 
algébricas, teve um papel importante, influenciando este aspecto de forma bastante posi-
tiva. 
Resolução de equações literais. Neste ponto, o facto de ser pedida a resolução 
em ordem a x da equação literal apresentada, leva os alunos a atribuir correctamente a 
esta letra um estatuto distinto do desempenhado pelas restantes. Sofia resolve-a comple-
tamente e André apenas parcialmente. Este, no final da resolução da equação literal, não 
procede como nas restantes equações, aplicando um processo distinto (incorrecto) para 
isolar x, evidenciando a falta de compreensão que já transparecia anteriormente do seu 
discurso relativamente a este aspecto. Nenhum dos alunos estranha o facto de obter uma 
expressão algébrica como resultado, como descrevem Marcus e Chazan (2005). Nota-se 
também que, embora Sofia dê alguns sinais positivos neste aspecto, não é completamen-
te claro, para nenhum dos alunos, o reconhecimento da importância desta acção que 
consiste na resolução em ordem a alguma das letras. Deste modo, recoloca-se a questão 
formulada por Chazan e Yerushalmy (2003) sobre o modo como poderemos levar os 
alunos a compreender a verdadeira utilidade desta acção, atribuindo maior sentido à 
actividade desenvolvida. 
Resolução de problemas envolvendo a linguagem algébrica. Na situação propos-
ta na entrevista inicial ambos os alunos fazem considerações sobre a situação das 
gémeas sem se envolverem num processo de experimentação e particularização. Na 
segunda entrevista, mostram melhor desempenho, evidenciando a capacidade de adoptar 
estratégias que lhes permitem tirar conclusões sobre a situação proposta. Os conheci-
mentos de Sofia sobre os efeitos das operações de multiplicação e adição dão lugar à 
formulação de uma equação que traduz o problema em causa e que lhe permite determi-
nar a solução pretendida. André, por seu lado, mostra mais uma vez que deixou de efec-
tuar a adição indevida de termos não semelhantes, aceitando a falta de fechamento das 
expressões. Para compreender melhor a situação em causa articula as diferentes repre-
sentações da relação funcional. Assim, descobre a solução e elabora uma pequena veri-
ficação, substituindo esse valor em ambas as expressões. 
Capítulo 8 – Conclusão 
186 
É notório que ambos os alunos reconhecem que as expressões algébricas podem 
tomar valores distintos consoante o valor de x, revelando-se também mais à vontade 
para desenvolverem o seu próprio raciocínio, explorando as situações propostas e con-
fiando nas suas potencialidades para definir novas estratégias de actuação. Sofia tem um 
desempenho superior ao de André na medida em que é capaz de operar estruturalmente 
com ambas as expressões quando formula a equação. André opera com as expressões 
apenas enquanto tradução dos procedimentos que considera necessário efectuar. Tendo 
em conta os desempenhos iniciais evidenciados pelos alunos, ambos revelam progressos 
bastante assinaláveis. 
8.1.3. Contributos da unidade de ensino 
A proposta pedagógica tinha como principais objectivos o desenvolvimento das 
capacidades de (i) identificar e descrever padrões e regularidades, em situações em que 
existisse variação e formular generalizações, (ii) representar e analisar relações funcio-
nais através de tabelas e gráficos ou usando a linguagem algébrica, e (iii) atribuir signi-
ficado às expressões algébricas e lidar eficientemente com a simbologia, quando utiliza-
da em diferentes contextos e com diferentes finalidades – como instrumento de genera-
lização, como argumento de funções e como incógnita na resolução de problemas e 
equações. Ao reflectir sobre as questões do estudo, é possível constatar que a maior par-
te dos objectivos desta proposta foram realmente atingidos, nos casos de Sofia e André. 
Ambos os alunos melhoraram significativamente no que respeita à formulação de gene-
ralizações, à representação e análise de relações funcionais com base em tabelas e à 
capacidade de lidar com a linguagem algébrica. Neste último aspecto o desempenho de 
Sofia ultrapassa o de André, o que não é de estranhar dado o percurso dos alunos. O 
desempenho da turma nas aulas transcende o trabalho que foi necessário analisar duran-
te as entrevistas, mas enquanto docente da turma, considero que, de uma forma global, 
estes objectivos foram concretizados de um modo que me deixa satisfeita. 
A vivência desta unidade de ensino não significou uma redução da Álgebra à sua 
linguagem formal, embora esta continue a assumir, claramente, um papel importante. A 
proposta de situações diversificadas teve por base uma concepção da Álgebra mais lata, 
envolvendo a compreensão de padrões, nomeadamente a exploração de sequências e 
funções. A parte inicial da experiência foi essencial para trazer ao de cima os recursos 
intuitivos dos alunos e os seus conhecimentos e dúvidas resultantes de experiências 
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vividas em anos anteriores para que, com base nesses aspectos, construíssem novos 
conceitos e alargassem os seus conhecimentos algébricos. 
Na aula, a turma envolveu-se imediatamente na resolução das tarefas mais aber-
tas, mesmo aqueles alunos que mais receavam a Matemática, como acontecia com 
André. Esta ideia vai ao encontro do que defendem Oliveira, Segurado, Ponte e Cunha 
(1999), quando referem que estas tarefas fornecerem pontos de entrada múltiplos, apro-
priados para alunos com níveis distintos de competência matemática. No caso de André, 
em particular, o facto de estas tarefas terem um carácter desafiador e de não parecerem 
apelar a aspectos algébricos, fez com que não desistisse imediatamente de as realizar, 
sendo o seu envolvimento essencial para os progressos que efectuou. No caso de Sofia, 
estas tarefas contribuíram para que a aluna se soltasse mais e arriscasse a construção de 
estratégias próprias. 
Depois da concretização da unidade e do estudo aprofundado do trabalho dos 
alunos, consigo neste momento enumerar alguns aspectos que reformularia na proposta 
inicial. Começaria por reduzir a extensão da tarefa 2, “Observando a variação”, uma vez 
que alguns alunos sentiram muita dificuldade em construir a representação geométrica 
dos termos da sequência de números pentagonais, por exemplo. Procuraria também 
reformular a tarefa 3, “O que escondem os gráficos?” porque foi a que menos motivou 
os diversos grupos de alunos. Por fim, na tarefa 6, “As gémeas misteriosas”, colocaria 
um problema mais simples do que o que propus, sobre a vida de Diofanto. Embora os 
alunos afirmassem que gostaram de o resolver, a maior parte deles sentiu muita dificul-
dade em iniciar a sua resolução, devido ao vocabulário utilizado no enunciado do pro-
blema e aos valores elevados que lhes surgiram na própria resolução. Relativamente à 
parte da proposta que diz respeito às equações literais também me parece que há aspec-
tos que podem ser aperfeiçoados. A tarefa 8 deu origem a explorações interessantes e 
diversificadas, por parte dos alunos, conduzindo à formulação de equações literais que 
generalizavam situações às quais os alunos atribuíam significado. No entanto, há ainda 
um importante caminho a percorrer até que a questão da resolução de equações literais 
em ordem a uma das letras se possa considerar um problema completamente resolvido 
na aprendizagem dos alunos.  
No que se refere ao modo como organizei as aulas, não sinto necessidade de 
alterar as opções fundamentais que adoptei nesta experiência de ensino. Os aspectos que 
podem vir a ser alterados nesta proposta constituem para mim novas aprendizagens. No 
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entanto, não posso deixar de fazer um balanço positivo desta experiência de ensino, 
dadas as condições em que a mesma foi realizada no terreno. 
Em suma, a resolução de tarefas com carácter exploratório e investigativo parece 
ter contribuído para (i) a construção de uma visão mais ampla sobre o papel da simbo-
logia e as suas diferentes utilizações, (ii) o desenvolvimento de um significado mais rico 
para a linguagem algébrica e para (iii) o alargamento das estratégias de exploração de 
situações que envolvem variáveis. Desta forma, a vivência da unidade de ensino parece 
ter dado um contributo importante no desenvolvimento do sentido do símbolo por parte 
dos alunos, proporcionando oportunidades para o desenvolvimento do seu pensamento 
algébrico. As dificuldades que os alunos ocasionalmente continuam a manifestar refor-
çam a ideia de que a compreensão dos conceitos algébricos fundamentais é um processo 
lento, que deve ser continuamente trabalhado ao longo do tempo. 
8.2. Reflexão sobre o estudo 
Nesta secção reflicto sobre o modo como, ao longo deste estudo, coexistiram a 
investigação e a prática, identifico as suas principais limitações e sugiro novos percur-
sos possíveis para investigação nesta área. Termino este trabalho partilhando algumas 
das aprendizagens que efectuei, cujo conhecimento pode ser útil para outros docentes, 
no que se refere ao ensino-aprendizagem da Álgebra. 
8.2.1. Perspectiva sobre a investigação e a prática 
A concretização deste trabalho de investigação foi um desafio muito importante 
para mim, em termos pessoais e profissionais: em primeiro lugar, pela necessidade que 
suscitou de uma revisão aprofundada da literatura numa área (ainda) pouco explorada 
no nosso país; em segundo lugar, pelo esforço de organização e empenho que a concep-
ção e concretização no terreno de um projecto desta natureza requer, quando é concilia-
da com o exercício de uma actividade profissional já de si exigente como a docência; 
por fim, pela necessidade que senti de adaptar criativamente os aspectos que projectei a 
uma realidade tão dinâmica como a escola, cujas necessidades e características próprias 
influenciam diariamente a acção do professor. 
A opção pela realização de uma investigação sobre a minha prática é um aspecto 
que marca o percurso realizado. Neste momento, consigo identificar diversos aspectos 
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em que o meu papel de professora influenciou positivamente a forma como decorreu a 
investigação: (i) o conhecimento que construí sobre a escola, ao longo do 1.º período, 
facilitou a criação de condições práticas para a concretização dos procedimentos de 
recolha de dados, tendo existido um apoio importante por parte dos órgãos de gestão, de 
outros professores e dos próprios funcionários da escola; (ii) o trabalho que desenvolvi 
com a turma, ao longo do 1.º período, permitiu-me conceber uma proposta pedagógica 
que me pareceu adequada às necessidades particulares destes alunos; (iii) a dinâmica de 
trabalho que procurei criar nesse período tornou claros para eles alguns aspectos que 
valorizo no seu desempenho, como a partilha de estratégias distintas, a justificação de 
todos os raciocínios, a troca de ideias, a inter-ajuda e a argumentação, facilitando a con-
cretização da proposta pedagógica; (iv) a relação saudável que construí com os alunos 
contribuiu para que muitos deles se disponibilizassem voluntariamente para participar 
no estudo, mesmo sabendo que, durante as entrevistas, lhes seriam propostas novas tare-
fas matemáticas, cuja resolução não era obrigatória; e (v) o contacto diário que tive com 
os alunos e o conhecimento das suas características pessoais e das vivências que mais os 
marcaram, permitiu-me compreender, de modo mais profundo, as razões que justifica-
vam as suas acções e o modo como raciocinaram em diversos momentos. 
A maior dificuldade que a realização da investigação sobre a minha prática me 
trouxe surgiu durante a unidade de ensino, no processo de recolha de dados. Nesse 
momento intermédio do estudo foi necessário reconhecer e aceitar a impossibilidade de 
recolher dados tão completos e organizados como os que resultam das entrevistas. O 
diário de bordo, complementado pelos registos áudio, assumiu um papel importante na 
compreensão do modo como a turma viveu a experiência de ensino. No entanto, não é 
de estranhar uma maior variabilidade das observações efectuadas nesta fase, pelo que a 
importância destes dados está essencialmente relacionada com a ilustração global do 
modo como decorreram as actividades. O foco principal da investigação reside, então, 
nas fases do estudo em que se realizaram as entrevistas, em particular nos desempenhos 
dos alunos que protagonizaram os estudos de caso. 
Mesmo tendo ideias muito concretas, de acordo com as leituras que fiz durante o 
ano curricular do Mestrado e com as discussões sobre estas temáticas em que participei 
em diversos encontros de professores, senti alguma dificuldade em construir uma pro-
posta pedagógica original que me parecesse suficientemente interessante e que permitis-
se atingir os objectivos que tinha em mente, relativos ao desenvolvimento do pensamen-
to algébrico dos alunos. Saliento ainda que, enquanto professora, a construção dos ins-
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trumentos de recolha de dados também constituiu um aspecto bastante problemático 
para mim, principalmente por ser a primeira vez que desenvolvia um trabalho de inves-
tigação desta dimensão. No entanto, embora o facto de todos estes materiais poderem 
ser aperfeiçoados, num ou noutro aspectos pontual, penso que acabaram por cumprir 
bastante bem o papel que lhes era destinado. 
Analisando retrospectivamente o percurso que desenvolvi ao longo deste estudo, 
posso destacar também alguns aspectos em que a realização desta investigação influen-
ciou positivamente o meu desempenho enquanto professora: (i) a realização de uma 
entrevista aos alunos, antes da unidade de ensino, permitiu-me ter uma noção mais pro-
funda sobre a natureza das suas estratégias iniciais, bem como de algumas potencialida-
des intuitivas que têm, como a identificação de regularidades e a pré-generalização, que 
procurei aproveitar na exploração das tarefas matemáticas na aula; (ii) esta entrevista 
permitiu-me conhecer, também, com mais pormenor, as dificuldades que os alunos 
manifestavam no domínio da linguagem algébrica, antes da unidade de ensino, refor-
çando a necessidade de revisitar conteúdos já leccionados no 7.º ano de escolaridade; 
(iii) a análise de outros trabalhos de investigação já realizados sobre as diferentes utili-
zações que a simbologia algébrica pode ter e sobre as dificuldades mais comuns senti-
das pelos alunos no domínio dessa linguagem fizeram-me estar mais preparada para as 
questões que colocavam em cada aula; e (iv) a análise do modo como os alunos viveram 
a experiência de ensino e o estudo sistemático dos seus desempenhos na segunda entre-
vista permitiram-me, também, construir uma visão mais aprofundada sobre o que pro-
grediram efectivamente durante esse período e as dificuldades que ainda evidenciavam, 
que pude continuar a trabalhar ao longo do ano lectivo. Estes são alguns contributos 
imediatos que o desenvolvimento desta investigação teve sobre a minha acção diária 
como professora, ao longo do estudo. 
A reflexão que realizei em diário de bordo e uma reflexão mais distante sobre a 
experiência permitem-me identificar aspectos que procurarei melhorar quando leccionar 
o 8.º ano novamente, nomeadamente os aspectos pontuais que já referi sobre as tarefas 
2, 3 e 7. A realização de uma investigação que se relaciona muito directamente com a 
minha prática docente foi muito positiva para mim, por tudo aquilo que aprendi com 
ela. Embora este seja um estudo de natureza qualitativa e, como tal, não generalizável, 
considero que o conhecimento do modo como decorreu e das suas principais evidências 
poderá, também, constituir uma mais-valia importante para outros professores que se 
interessem pelo processo de ensino-aprendizagem da Álgebra. 
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8.2.2. Aspectos específicos do estudo 
O desenvolvimento de um estudo nesta área foi motivado pelo meu interesse 
pessoal pela aprendizagem da Álgebra e pela necessidade que sentia de aprofundar 
conhecimentos que pudessem orientar a minha actuação na leccionação do 8.º ano, na 
qual já tinha sentido dificuldades. Devido à instabilidade profissional que ainda marca a 
minha carreira, a concretização deste estudo só foi possível devido ao facto de ter sido 
colocada, no ano lectivo em que o estudo teria que ser concretizado, numa escola 
secundária com 3.º ciclo, na qual pude leccionar esse ano de escolaridade. Sendo este o 
primeiro ano em que estive nesta escola, durante o 1.º período, fui-me familiarizando 
com os seus ideais e conhecendo as suas instalações assim como os colegas e os alunos 
com quem trabalhava. Embora considere que me adaptei bastante bem a esta realidade 
escolar, tratava-se de um meio muito diferente de outros locais onde tinha trabalhado 
anteriormente, não havendo qualquer tipo de continuidade no trabalho efectuado com os 
alunos ao longo do 3.º ciclo. 
Dadas as condições gerais que tive para a concretização deste projecto, o balan-
ço que faço do modo como se desenvolveu é bastante positivo, uma vez que me permi-
tiu atingir os principais objectivos a que inicialmente me propus. No entanto, como em 
qualquer outra experiência, há sempre aspectos que poderiam ter decorrido de modo 
diferente. 
A turma que participou neste estudo caracterizava-se pelo seu elevado número 
de alunos e por uma grande diversidade nos seus percursos anteriores e nas experiências 
que viveram em Matemática, sendo o seu desempenho global bastante fraco. A adequa-
ção da proposta pedagógica às necessidades que sentiam permitiu-me observar o modo 
como podemos alterar a sua visão sobre a linguagem algébrica, levando-os a atribuir-lhe 
significado e a construir conceitos básicos de Álgebra que ainda não dominavam. O 
estudo permitiu também observar o modo como estes alunos desenvolviam novas estra-
tégias para a exploração de situações que envolvem variáveis. Deste modo, não entendo 
as características da turma como uma limitação do estudo. No entanto, a concretização 
da proposta pedagógica numa turma com um menor número de alunos poderia ter per-
mitido uma observação mais próxima das actividades desenvolvidas e um apoio mais 
directo aos que mais necessitavam. 
As dificuldades que estes alunos registavam no 8.º ano de escolaridade e a revi-
são de conceitos leccionados em anos anteriores que se tornou necessária justificavam, 
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do meu ponto de vista, a concessão de mais tempo para a disciplina de Matemática. A 
estratégia a que recorri para este ensino passou pelo recurso às sequências de números e 
às funções, tópicos do programa que tinha que leccionar, como campo propício à reso-
lução de tarefas de exploração e investigação, que poderiam trazer contributos impor-
tantes para a compreensão da linguagem algébrica e preparar, de certo modo, a leccio-
nação de aspectos mais formais da Álgebra. Neste momento, esta estratégia parece-me 
adequada às condições que tinha neste ano lectivo. No entanto, com mais tempo para a 
disciplina de Matemática, a proposta pedagógica poderia ter incluído um maior número 
de tarefas e uma maior diversidade nas experiências de aprendizagem. Além disso, 
poderiam ter sido mais trabalhados os relatórios produzidos num maior número de tare-
fas, uma vez que este foi um aspecto em que os alunos revelaram sempre maior dificul-
dade. Durante a unidade de ensino só em duas tarefas permiti a reformulação dos relató-
rios, de modo a que o atraso causado na planificação efectuada previamente não fosse 
irrecuperável e não pusesse em causa o cumprimento integral do programa. A organiza-
ção das tarefas na proposta pedagógica passou por uma primeira aposta, no início de 
cada tema, em tarefas de carácter mais aberto, apelando à exploração e à investigação, 
complementadas por problemas e exercícios. Com mais tempo disponível teria também 
sido possível acrescentar, no final de cada unidade, outras tarefas exploratórias e inves-
tigativas mais complexas, a partir das quais pudesse ter sido mais trabalhado o processo 
de demonstração das conjecturas efectuadas. 
Um outro aspecto que marca a concretização deste estudo foi a dificuldade em 
aceder à tecnologia. Para o contornar criei a tarefa 3, “Observando a variação”, cujo 
objectivo principal era o de levar os alunos a identificar os gráficos com as sequências 
trabalhadas na tarefa 2, recorrendo a estimativas. Diversos alunos consideraram, em 
conversa comigo depois das aulas, que esta tarefa era muito difícil. Esta opinião é parti-
lhada por Sofia na segunda entrevista. Embora já tivessem efectuado estimativas ante-
riormente e a discussão geral desta tarefa tenha tido momentos interessantes, o acesso à 
tecnologia poderia ter permitido que a actividade desenvolvida pelos alunos tivesse 
outros contornos. O trabalho com as representações gráficas de sequências e funções, 
poderia eventualmente ter-se tornado mais rico e apelativo se houvesse facilidade em 
aceder a calculadoras gráficas ou computadores para todos os alunos. 
Considero, ainda, que se tivesse havido continuidade pedagógica ao longo do 3.º 
ciclo e se estes alunos tivessem tido um mesmo professor desde o início do 7.º ano de 
escolaridade, poderiam ter sido trabalhados, desde cedo, aspectos particulares do traba-
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lho investigativo com que estavam pouco familiarizados no início do 8.º ano. Este traba-
lho poderia ter sido desenvolvido de uma forma mais continuada e sistemática ao longo 
de todo o ciclo e não apenas num ano de escolaridade, como acabou por suceder. 
Relativamente a este trabalho, do ponto de vista do planeamento da unidade de 
ensino e do desenvolvimento da investigação, contei com a colaboração do meu orien-
tador e com a troca de ideias com outros colegas com quem participei em projectos de 
investigação, sendo esta discussão bastante útil. Na escola, embora não tenha tido qual-
quer problema na realização do estudo e na elaboração da planificação, não houve opor-
tunidade para trabalhar em conjunto com nenhum outro colega que leccionasse o 8.º 
ano, o que constituiu, também, uma limitação desta experiência de ensino. 
8.2.3. Percursos possíveis para novas investigações 
A realização deste trabalho permitiu-me reflectir de modo aprofundado sobre as 
questões que formulei e obter novos contributos sobre elas, com base nos desempenhos 
dos alunos participantes. Esta foi uma experiência particular, cujos resultados devem ser 
sempre encarados atendendo ao contexto em que se deram. No entanto, esta experiência 
pode dar contributos para outros docentes que se revejam em aspectos aqui retratados e 
que sintam algum interesse adoptar estratégias similares. Do meu ponto de vista, fazem 
falta na educação matemática em Portugal, mais estudos desenvolvidos no terreno sobre 
questões relativas ao ensino da Álgebra. Só com mais investigações nesta área podere-
mos conhecer de modo mais profundo, diferentes formas de actuação que possam pro-
porcionar ao professor uma acção mais adequada às necessidades dos seus alunos, pro-
movendo o desenvolvimento da competência matemática e melhorando o desempenho 
matemático que obtêm ao longo da escolaridade. 
A leccionação da unidade teve lugar num espaço de tempo relativamente curto. 
Será interessante, em futuras investigações, analisar experiências de ensino que envol-
vam tarefas de exploração e investigação concretizadas em períodos de tempo mais pro-
longados e com uma maior continuidade no trabalho desenvolvido por professores e 
alunos, eventualmente abarcando outros temas algébricos como as equações de grau 
superior ao 1.º. 
Numa outra perspectiva, será também interessante que surjam estudos focados 
em aspectos mais minuciosos, que contribuam para uma compreensão mais profunda do 
modo como se dá a sua aprendizagem, das dificuldades que os alunos manifestam e do 
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modo como as podem superar. A título de exemplo, penso que há muito por investigar 
no que diz respeito às equações literais (do 1.º grau). Parece-me que este tema, aborda-
do com demasiada ligeireza em algumas ocasiões, causa nos alunos uma reacção distin-
ta das equações com apenas uma incógnita, por diversos motivos: (i) a presença de um 
maior número de símbolos literais; (ii) a não obtenção de uma resposta numérica no 
final; e (iii) a existência de operações como a resolução em ordem a uma das letras, cuja 
necessidade nem sempre é realmente compreendida pelos alunos. Dada a importância 
deste tema no 9.º ano, na resolução de sistemas de equações, ou mesmo noutras disci-
plinas como a Física e a Química, será de toda a conveniência que surjam novas investi-
gações neste âmbito, que permitam definir estratégias adequadas de actuação, no senti-
do de promover esta compreensão. 
Um outro aspecto que trabalhei na aula mas não incluí neste estudo, pela neces-
sidade que senti de limitar o meu campo de trabalho, foi a identificação e classificação 
de equações do 1.º grau e a actividade que envolve equações possíveis indeterminadas e 
impossíveis. Deixo, também, aqui este aspecto como possível ponto de partida para a 
concretização de futuros trabalhos de investigação. 
Sinto, ainda, alguma curiosidade em compreender o modo como se pode desen-
volver nos alunos a capacidade de usar a Álgebra, com compreensão, na formulação de 
argumentos matemáticos suficientemente convincentes e na demonstração das conjectu-
ras efectuadas na exploração das tarefas. 
Existe um outro campo de investigação ainda pouco explorado, mas com um 
interesse cada vez maior, dada a evolução que se faz sentir diariamente na sociedade em 
que vivemos, que diz respeito ao uso da tecnologia para o desenvolvimento do pensa-
mento algébrico, numa perspectiva funcional, nomeadamente com recurso ao uso de 
computadores, calculadoras gráficas e sensores de recolha de dados ou até a outros 
meios de comunicação como a internet. 
Diversos autores defendem que o ensino da Álgebra e o desenvolvimento do 
pensamento algébrico estão ao alcance de todos os alunos, mesmo que muito novos 
(Blanton & Kaput, 2005; NCTM, 2000). Dada a importância que este tema assume no 
seu desenvolvimento, parece cada vez mais importante que esta recomendação seja 
colocada em prática. A “algebrificação” do currículo, como refere Kaput (1998), com a 
possibilidade de generalização efectuada a partir de qualquer tema matemático e a for-
malização progressiva da linguagem, poderá ser um caminho importante a percorrer no 
ensino em Portugal. Estudos centrados nos primeiros contactos com a linguagem algé-
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brica e nas actividades de exploração e generalização, realizados com alunos dos 1.º e 
2.º ciclos poderão, eventualmente, conferir maior convicção a esta ideia. 
Por fim, penso que será interessante desenvolver estudos na área da Álgebra que 
envolvam, não só, alunos com desempenhos médios ou bons na disciplina de Matemáti-
ca, mas também alunos com insucesso, uma vez que também é útil, para um professor, 
compreender o modo como estes alunos vivem a aula de Matemática e retratar de forma 
realista as suas dificuldades e a sua evolução. Acreditando que todos podem evoluir, 
mesmo que essa evolução seja menos notória devido ao seu ponto de partida, faz todo 
sentido estudar o seu desempenho, conferindo uma nova dimensão à compreensão dos 
problemas em estudo. 
Como se pode observar, a resposta às questões formuladas neste estudo não vem 
terminar um assunto como se poderia esperar. Ao fechar uma porta abre-se um sem 
número de outras possibilidades, cuja exploração deixo como desafio a todos os que 
pretendam embarcar nesta aventura. 
8.2.4. Sugestões sobre o ensino-aprendizagem da Álgebra 
O estudo aprofundado dos desempenhos de Sofia e André e a análise global do 
modo como a turma viveu a unidade de ensino permitiram-me efectuar diversas apren-
dizagens que poderão ser úteis para outros docentes. Este estudo mostra que os alunos 
têm potencialidades e recursos próprios que podem utilizar na exploração autónoma das 
tarefas, mesmo quando a sua proposta inicial é acompanhada de um conjunto reduzido 
de instruções, sem qualquer explicação prévia de conteúdos. Esta era uma ideia em que 
já acreditava anteriormente, que ganha agora uma nova convicção. 
A opção por iniciar cada tema com uma tarefa de carácter mais aberto, isto é, 
com a resolução de um problema ou de uma tarefa de exploração ou investigação pare-
ce-me adequada pois permite fazer apelo destas potencialidades dos alunos e das ideias 
que eles próprios formaram ao longo da sua escolaridade, no contacto com outros temas 
matemáticos. As discussões gerais permitem passar progressivamente dessa fase mais 
intuitiva para uma maior formalização e abstracção e promover o esclarecimento de 
eventuais ideias incorrectas que possam surgir. A resolução de novos problemas e exer-
cícios revela-se também importante, numa fase posterior, porque proporciona aos alunos 
uma libertação dos contextos a que a simbologia é associada inicialmente e a consolida-
ção de alguns procedimentos que lhes são úteis noutras tarefas. Saliento ainda que esta 
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diversidade na natureza das tarefas proporciona o desenvolvimento de actividades 
matemáticas significativas, em vez da mera execução rotineira de procedimentos e algo-
ritmos, que tantas vezes lhes causam desmotivação, numa área tão complexa quanto 
importante como é a Álgebra. 
A opção pela leccionação das sequências de números e das funções no seu caso 
geral também me parece interessante, na medida em que fornece um enquadramento 
significativo ao estudo de aspectos mais formais da Álgebra, conferindo-lhes significa-
do. Por outro lado, a utilização tradicional da letra como incógnita, tão frequente nos 
manuais que muitas vezes utilizamos, pode dar lugar a uma utilização mais multifaceta-
da da linguagem algébrica, passando pelo seu uso como instrumento de generalização e 
como variável. Em alunos com dificuldades em conceitos básicos como estes com que 
trabalhei, este encadeamento dos temas na unidade de ensino revelou-se um aspecto 
chave que permitiu reconstruir significados, revisitar conceitos e dar a todos os alunos 
uma oportunidade para virem a ser bem sucedidos em aspectos mais complexos que 
seriam leccionados posteriormente. 
Na exploração de sequências de números, parece-me mais indicada a opção por 
sequências associadas a representações geométricas. Este tipo de representação pode 
constituir um bom suporte do raciocínio dos alunos, numa fase inicial. No entanto, é 
necessário ter um certo cuidado porque algumas representações deste tipo podem tam-
bém dificultar o seu desempenho, facto a que o professor deve estar atento. 
Por outro lado, as questões formuladas sobre figuras e objectos iniciais parecem 
propiciar um primeiro contacto com as sequências/funções e a compreensão dos princi-
pais aspectos que caracterizam as relações entre as variáveis. As questões sobre figuras 
e objectos distantes são também momentos importantes, que exigem dos alunos um 
raciocínio a um outro nível, facilitando a criação de estratégias de generalização. Ao fim 
de algum tempo, a importância deste tipo de questões torna-se menor, porque os alunos 
parecem ganhar, eles próprios, uma maior propensão para a generalização. 
Este estudo mostra também algumas ideias incorrectas que os alunos formam 
sobre a Álgebra, em função das diversas experiências que vivem. A intervenção junto 
destes alunos colocou-me a necessidade prévia de um regresso às bases, evidenciando a 
importância que as primeiras experiências neste domínio têm para eles. A responsabili-
dade de abordar o início da Álgebra de um modo adequado cabe-nos a todos, sendo 
importante a adopção de estratégias adequadas à sua verdadeira aprendizagem. 
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Existem, obviamente, diversos caminhos possíveis e legítimos para a abordagem 
da Álgebra. A escolha e criação de tarefas abertas de cariz algébrico nem sempre é fácil 
e tem sido um aspecto pouco trabalhado no nosso país, ao qual temos tido um acesso 
reduzido. Será importante para todos nós, professores, que cada vez mais se fomente a 
partilha de ideias, materiais e sugestões metodológicas e que esta discussão conjunta 
contribua para a melhoria das nossas práticas, a obtenção de melhores desempenhos dos 
nossos alunos em Álgebra e o desenvolvimento do seu pensamento algébrico. 
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ANEXO 1 
      
Blocos Conteúdos Objectivos Aspectos a desenvolver Tarefas Organização 
 
 
3,5 
 
Ainda os números 
 
- Sequências de números. 
 
 Descobrir relações entre núme-
ros; 
 
 Continuar sequências de 
números: divisores; múltiplos; 
quadrados; cubos e potências de 
um número. 
 
 Procura de padrões e regularidades e 
estabelecimento de generalizações; 
 
 Representação de relações numéri-
cas através de linguagem corrente, 
outros processos ou símbolos; 
 
 Construção de tabelas de valores, 
gráficos e regras verbais que repre-
sentem relações funcionais; 
 
 Entendimento do uso de funções 
como modelos matemáticos de 
situações do mundo real. 
 
1 – “Voo em V”; 
 
2 – “Observando a varia-
ção”; 
 
3 – “O que escondem os 
gráficos?”. 
 
 Pares; 
 
 
 
 Grupos de 4. 
 
 
 
3 
 
Funções 
- Tabelas; 
- Gráficos; 
- Funções definidas por uma 
expressão analítica. 
 
A proporcionalidade directa 
como função ݔ ՜ ݇ݔ. 
 
- Gráficos das funções 
ݔ ՜ ݇ݔ e ݔ ՜ ݇ݔ ൅ ܾ. 
 
 Ler, interpretar e construir tabe-
las e gráficos relativos a funções 
do tipo ݔ ՜ ݇ݔ, ݔ ՜ ݇ݔ ൅ ܾ ou 
outras simples; 
 
 Relacionar de forma intuitiva a 
inclinação da recta com a cons-
tante de proporcionalidade numa 
função do tipo ݔ ՜ ݇ݔ. 
 
4 – “Gasóleo em promo-
ção – 1”; 
 
5 – “Gasóleo em promo-
ção – 2”; 
 
6 – “Passeio a pé”; 
 
 Resolução de exercícios 
e problemas do manual. 
 
 Pares; 
 
 
 
 
 
 
 Grupos de 4; 
 
 Individual. 
 
 
 
 
 
6 
 
Equações do 1º grau: 
 
- Equações com denominado-
res e parêntesis; 
 
- Equações literais. 
 
 
 
 Interpretar o enunciado de um 
problema; 
 
 Traduzir um problema por meio 
de uma equação; 
 
 Procurar soluções de uma equa-
ção; 
 
 Resolver equações do 1º grau a 
uma incógnita; 
 
 Resolver equações literais, 
nomeadamente fórmulas usadas 
em outras disciplinas, em ordem 
a uma das incógnitas. 
 
 
 Particularização de relações entre 
variáveis e fórmulas e resolução de 
equações simples; 
 
 Resolução de problemas representa-
dos por equações e realização de 
procedimentos algébricos simples; 
 
 Construção de tabelas de valores, 
gráficos e regras verbais que 
representem relações funcionais e 
alternância entre eles; 
 
 Entendimento do uso de funções 
como modelos matemáticos de 
situações do mundo real. 
 
7 – “As gémeas misterio-
sas”; 
 
Resolução de exercícios 
e problemas do manual; 
 
8 – “Um muro no jar-
dim”; 
 
Resolução de exercícios 
e problemas do manual. 
 
 
 Pares; 
 
 
 Individual; 
 
 
 Pares; 
 
 
 Individual. 
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Tarefas de Avaliação 
 
Avaliação 
 
Conteúdos 
 
Tarefa 
 
Modo de Trabalho Blocos
 
− Sequências de Núme-
ros; 
 
 
Avaliação Intermédia – 1; 
 
Resolução em pares; 
Correcção. 
 
1 
 
− Sequências de Núme-
ros; 
− Funções; 
− Equações com parên-
tesis e denominadores. 
 
 
Esclarecimento de dúvidas; 
 
Teste de Avaliação; 
 
Resolução individual; 
 
Correcção (feita pelos 
alunos nas férias da 
Páscoa e entregue); 
 
1,5 
 
− Equações literais. 
 
 
Avaliação Intermédia – 2; 
 
Resolução em pares; 
Correcção. 
 
1 
   
N.º Total de Blocos 3,5 
 
 
Número de blocos por tema 
 
Tema N.º de blocos 
Sequências de Números 3,5 
Funções 3 
Equações 
do 1º grau 
Equações com 
denominadores 3 
Equações literais 3 
Avaliação 3,5 
Total 16 
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ANEXO 2 
Tarefa 1 – Voo em “V” 
Certamente já repararam que algumas espécies de aves migratórias voam em 
bando, formando uma configuração em V. Este tipo de organização poderá ser uma 
estratégia encontrada por estas espécies para facilitar o voo e poupar energia. Não é, 
pois, de admirar que diversas equipas de cientistas se tenham dedicado a investigar este 
tipo de organização, procurando compreender as vantagens que podem surgir da aplica-
ção deste conhecimento da natureza à aviação. Cabe-vos agora o papel de investigado-
res… 
 
 
 
 
 
Na sequência que se segue, cada figura representa um bando, cada ponto simboliza uma 
das aves que lhe pertence e, de figura para figura, o número de aves vai sempre aumen-
tando. Em seguida estão representadas, as primeiras quatro figuras desta sequência: 
 
                               
  •       •        •        •      
 •  •     •  •      •  •      •  •     
       •    •    •    •    •    •    
              •      •  •      •  …
                     •        •  
  1       2         3           4     …
 
 
1. Descrevam de que modo podemos construir a figura número 5? Quantos pontos 
terá, no total? O que podem dizer quanto às figuras 6 e 7? 
 
2. Quantos pontos terá, no total, a 100ª figura desta sequência? Expliquem o vosso 
raciocínio. 
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3. Existirá alguma figura, nesta sequência, constituída por 135 pontos? Se existir, 
determinem a posição em que se localiza nesta sequência. Apresentem o vosso 
raciocínio. 
 
 
4. Descrevam, por escrito, uma regra geral que permita determinar o número total 
de pontos existentes em qualquer figura desta sequência. 
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ANEXO 3 
Tarefa 2 – Observando a variação… 
1. Observem as sequências que se seguem e completem os espaços em branco com 
o(s) termo(s) que estão em falta: 
a) 1, 2, 3, …, 5, 6, 7, … 
b) 2, 4, 6, …, 10, 12, 14, … 
c) 1, 3, 5, …, 11, 13, … 
d) 3, 6, 9, 12, … 
e) 1, 4, 9, …, 49, … 
f) 2, 4, 8, 16, …, 128, … 
g) 5, 25, 125, 625, … 
h) 1, 8, 27, …, 125, … 
 
1.1. Representem cada uma das sequências anteriores preenchendo as tabelas que se 
seguem e registem todas as regularidades que conseguirem encontrar. 
 
a)              b) 
Ordem Ordem 
Termo Termo 
 
c)              d) 
Ordem Ordem 
Termo Termo 
 
e)              f) 
Ordem Ordem 
Termo Termo 
 
g)              h) 
Ordem Ordem 
Termo Termo 
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1.2. Completem a coluna sombreada, em cada uma das tabelas anteriores, com a regra 
geral que permite encontrar qualquer termo de cada uma das sequências (ou seja, 
a sua lei de formação). 
 
1.3. O número 81 é, simultaneamente, um termo de cada uma das sequências das alí-
neas c), d) e e). Usando a respectiva lei de formação, determinem a ordem a que 
corresponde este termo, em cada uma delas. 
 
 
 
1.4. Usando uma folha quadriculada, representem graficamente as sequências anterio-
res e analisem, a partir do gráfico, o modo como vão variando os seus termos, em 
cada uma delas. 
 
 
 
2. Na figura seguinte estão representados diversos números figurados. 
a) para cada uma destas sequências, representem as próximas três figuras; 
b) escrevam uma sequência de números que possa estar associada a cada 
sequência de figuras; 
c) descrevam a lei de formação de cada uma dessas sequências de números. 
 
Números triangulares 
 
 
 
 
 
Números quadrados 
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Números pentagonais 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
3. Observem as duas sequências que se seguem: 
a) 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, … 
b) 1000, 100, 10,… 
 
3.1. Descrevam a lei de formação de cada uma das sequências apresentadas. 
 
 
 
 
 
3.2. Descubram qual é o 20º termo de cada uma das sequências anteriores. 
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ANEXO 4 
Tarefa 3 – O que escondem os gráficos? 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Observem as sequências representadas 
através dos gráficos que se seguem e 
descrevam todas as regularidades que 
encontrarem. 
 
 
 
 
 
 
Figura 1 
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Figura 2 
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Figura 5 
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ANEXO 5 
Tarefa 4 – Gasóleo em promoção: 1.ª Parte 
O preço de cada litro de gasóleo vai-se alterando, diversas vezes, ao longo do tempo, de 
acordo com a situação económica internacional, deixando confusos os consumidores… 
 
 
 
 
 
Durante a segunda quinzena do mês de Janeiro de 2006, o preço médio do gasóleo foi 
de 1,1 €/litro. O Sr. Antunes resolveu fazer as suas contas, usando este valor, para esti-
mar quanto gastaria em gasóleo, durante esse mês. Vamos ajudá-lo nesta tarefa? 
 
1. O preço total a pagar depende do número de litros de gasóleo adquiridos. Elabo-
rem uma tabela que traduza, em alguns casos concretos, a relação entre as duas 
grandezas variáveis. 
 
2. Descrevam o modo como variam as duas variáveis. 
 
3. O que sucede quando dividimos o preço total a pagar pelo número de litros 
adquiridos, em cada um dos casos? Que significado real tem este facto? 
 
4. Usando a grelha que vos é fornecida, representem graficamente a relação entre o 
número de litros de gasóleo adquiridos e o preço total a pagar pelo Sr. Antunes. 
 
5. Quanto pagaria o Sr. Antunes pelo gasóleo, se adquirisse 600 litros durante o 
mês de Janeiro? Justifiquem. 
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6. Encontrem uma expressão geral que permita calcular o preço total a pagar por 
qualquer número de litros de gasóleo, nesta situação. 
 
 
7. Quantos litros de gasóleo teria adquirido durante o mês se o valor total a pagar 
tivesse sido de 572,99 euros? Apresentem todo o vosso raciocínio. 
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ANEXO 6 
Tarefa 5 – Gasóleo em promoção: 2.ª Parte 
O Sr. Moreira, encontra-se numa situação semelhante à do Sr. Antunes, mas possui um 
talão desconto, no valor de 2,5 €, fornecido por uma cadeia de lojas onde é cliente. 
 
1. O preço total a pagar, após o desconto, depende do número de litros de gasóleo 
adquiridos. Elaborem uma tabela que ilustre, em alguns casos concretos, a rela-
ção entre as duas grandezas. 
 
2. Descrevam o modo como variam as duas variáveis. 
 
3. O que sucede quando dividimos o preço total a pagar, após o desconto, pelo 
número de litros adquiridos, em cada um dos casos? 
 
4.  Usando a grelha que vos é fornecida, representem graficamente a relação entre 
o número de litros de gasóleo adquiridos e o preço total a pagar pelo Sr. Morei-
ra, após o desconto. 
 
5. Quanto pagaria, com este desconto, o Sr. Moreira, se adquirisse 600 litros de 
gasóleo durante o mês de Janeiro? 
 
6. Encontrem uma expressão geral que permita calcular o preço total a pagar por 
qualquer número de litros de gasóleo, nesta situação. 
 
Questão adicional, para reflexão: 
 
Observem o gráfico que traçaram na pergunta 4, relativo à situação do Sr. Moreira. Que 
significado tem, na realidade, o valor que marcaram, correspondente a zero litros adqui-
ridos? Que conclusões podem tirar? 
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ANEXO 7 
Tarefa 6 – Passeio a pé 
Observem os quatro gráficos que se seguem e, com base na informação que 
todos eles transmitem, escrevam uma história sobre o passeio a pé do José e da Mariana. 
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ANEXO 8 
Tarefa 7 – As gémeas misteriosas 
1. A Joana e a Filipa são gémeas e resolveram começar a coleccionar calendários, for-
mando duas colecções individuais. As duas irmãs gostam de inventar mistérios e de 
propor a sua resolução aos seus amigos. Por isso, resolveram dizer a todos: 
 
 
 
 
 
 
 
Qual das duas irmãs terá mais calendários na sua colecção? Justifiquem a vossa respos-
ta, apresentando todo o raciocínio de forma organizada. 
 
 
2. O Pedro é o irmão mais velho das gémeas. Todos juntos, pensaram efectuar um pas-
seio de bicicleta até à praia, onde passariam a tarde. Como teriam que viajar em fila 
e quem vai à frente sofre um desgaste físico maior, combinaram o seguinte: 
 
 
• o Pedro faria metade do percurso à frente; 
• a Filipa faria o terço seguinte; 
• a Joana faria os últimos km do percurso. 
 
 
2.1. Os três irmãos não sabiam qual era a distância exacta entre a sua casa e a praia onde 
pretendiam ir, mas pensavam que seria, certamente, inferior a 40 km. 
 
Analisem, em casos concretos, quantos km terão sido percorridos, por cada um dos 
irmãos, na frente do grupo. 
O número de calendários 
que eu já tenho pode ser 
representado pela expres-
são 2ݔ!... 
Pois é, Joana!!! Tens razão... 
E nesse caso, o número de 
calendários que eu já tenho 
pode ser representado pela 
expressão ݔ ൅ 1!... 
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2.2. Que relação existe entre a distância percorrida pela Joana à frente do grupo e o 
número total de km do percurso que pretendem efectuar? Justifiquem a vossa res-
posta. 
 
 
3. Já na praia, os três irmãos resolveram lanchar e descansar um pouco do percurso que 
tinham efectuado. Foi então que as gémeas propuseram ao Pedro o desafio que 
encontraram num livro, sobre a vida de um importante matemático chamado Diofan-
to. 
 
“Ao longo de toda a sua vida, Diofanto passou a sexta parte da sua vida na 
juventude, um duodécimo na adolescência e um sétimo casado e sem filhos. 
N passariam ainda cinco anos até nascer o seu primeiro filho, que acabou 
por viver apenas metade de toda a vida de seu pai. Diofanto passou os qua-
tro últimos anos da sua vida distraindo a sua dor com o estudo da ciência 
dos números.” 
 
 
 
 
Ajudem os três irmãos a descobrir quantos anos terá vivido Diofanto. 
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ANEXO 9 
Tarefa 8 – Um muro no jardim 
Para construir um pequeno muro no seu jardim, a D. Rosa pensou em usar 
alguns tijolos que sobraram de uma outra obra que fez em casa. No conjunto das sobras 
existem tijolos amarelos e azuis, com as seguintes dimensões: 
 
 
 
 
A D. Rosa pretende utilizar tijolos mesma cor, colocando alguns deles “em pé” e outros 
“deitados”, como se vê na figura: 
 
      
      
 
Como não decidiu ainda qual o comprimento que prefere para o muro, a D. Rosa optou 
por ir juntando um tijolo de casa vez, deitado ou em pé, observando o aspecto com que 
ficava o muro em cada momento. 
 
1. Imaginem que a D. Rosa optou por tijolos amarelos. 
 
a. Averigúem, em casos particulares, qual seria o comprimento do muro 
construído, dependendo do número de tijolos utilizados em cada posi-
ção? Descrevam o vosso raciocínio. 
 
b. Escrevam uma expressão geral que permita calcular o comprimento do 
muro para qualquer número de “tijolos em pé” e qualquer número de 
“tijolos deitados”. 
 
2. Imaginem agora que a D. Rosa escolheu utilizar tijolos azuis. O comprimento do 
muro, neste caso, é dado por: 
 
ܥ ൌ 15ܦ ൅ 6ܲ 
a. Expliquem o que representam as seguintes expressões: 
• 15ܦ 
• 6ܲ 
• 15ܦ ൅ 6ܲ 
  
12 cm 15 cm 
8 cm 6 cm 
  Amarelo Azul 
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b. Suponham que o comprimento total do muro era de 420 cm e que a D. 
Rosa colocou 18 tijolos deitados. Expliquem como procederiam para 
descobrir o número de tijolos colocados em pé. 
 
c. Escrevam uma expressão geral que permita calcular o número de tijolos 
deitados, conhecendo o comprimento do muro e o número de tijolos 
colocados em pé. 
 
3. Para tornar o muro mais bonito, a D. Rosa resolveu colocar de forma organiza-
da, repetindo o padrão: 
     
     
Completem a tabela seguinte: 
 
Construção do muro utilizando 
tijolos amarelos 
Nº de repetições do 
padrão 
Comprimento 
(em cm) 
           
           
 
1 20 
           
           
 
2  
           
           
 
  
… … … 
 
a. O que podem concluir quanto aos comprimentos obtidos, nesta sequên-
cia? 
 
b. E se o muro for construído, deste modo, com tijolos azuis, o que podem 
concluir quanto aos comprimentos obtidos? 
 
 
Seria possível construir um muro com tijolos azuis e um muro com tijolos amarelos, 
tendo ambos o mesmo comprimento? Justifiquem, apresentando o vosso raciocínio.
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ANEXO 10 
Ficha de Avaliação Intermédia – 1 
1. Observem a seguinte sequência de prismas: 
 
 
 
 
 
Cada prisma obtém-se empilhando cubos do mesmo tamanho, brancos e cinzentos, 
segundo a regra sugerida na figura. 
 
 
1.1. Para construir o prisma 4 desta sequência, quantos cubos cinzentos são necessá-
rios? 
 
 
 
 
 
1.2. Quantos cubos cinzentos terá o prisma 200? Apresentem todo o vosso raciocí-
nio. 
 
 
 
 
 
 
1.3. Indiquem uma expressão geral que represente o número de cubos cinzentos em 
qualquer prisma da sequência. 
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1.4. Justifiquem que a afirmação que se segue é verdadeira. 
“O número total de cubos (brancos e cinzentos) necessários 
para construir qualquer prisma desta sequência é par.” 
 
 
 
 
 
 
1.5. Se ݔ representasse o número total de cubos (brancos e cinzentos) de um prisma 
desta sequência, qual das expressões seguintes poderia representar o número de 
cubos cinzentos desse prisma. Justifiquem a vossa escolha. 
 
 
 ݔ െ 8  2ݔ െ 4 
    
 4ݔ  ݔ െ 4
 
 
 
 
 
 
2. Considerem a sequência definida por: 
 
݊ ՜ 5݊ െ 4 
 
2.1. Determinem os primeiros 4 termos desta sequência e indiquem as regularidades 
que nela encontram. 
 
 
 
2.2.O número 2951 é termo desta sequência? Justifiquem a vossa resposta. 
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ANEXO 11 
Teste de Avaliação 
1. Observa a sequência que se segue, construída com fósforos (cada fósforo é uma unidade): 
 
Exemplo: Figura 1 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
1.1. Representa, no quadriculado acima, a 5ª figura desta sequência. 
 
 
1.2. À sequência de figuras apresentada podemos associar várias sequências numéricas. 
Preenche as três tabelas seguintes, completando todos os espaços em branco. Apresenta 
os cálculos que tiveres de efectuar e o modo como pensaste. 
 
                 Sequência A    Sequência B         Sequência C 
Fig. Perímetro 
 
Fig. 
Nº de 
quadrados 
na base 
 
Fig. 
Nº total 
de qua-
drados 
1   1   1 1 
2 10  2   2  
3   3 5  3  
4   4   4  
5   5   5  
… …  … …  … … 
10   10   10  
… …  … …  … … 
 718   71   196 
… …  … …  … … 
450   300   30  
… …  … …  … … 
݊ 6݊ െ 2  ݊   ݊  
 
1.3. Existirá, nesta sequência, uma figura cujo perímetro seja igual a 180 unidades? Justifica. 
                                        
                                        
                                        
                                        
                                        
                                        
                                        
         Fig. 1        Fig. 2                Fig. 3                        Fig. 4 
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2. Uma torre como as anteriores foi preenchida com números, como se pode observar na figura 
que se segue. Neste momento, o número cinco ocupa a posição central, na base da torre. 
 
             
             
      1       
     1 2 1      
    1 2 3 2 1     
   1 2 3 4 3 2 1    
  1 2 3 4 5 4 3 2 1   
             
             
 
 
2.1. Prolonga a torre, acrescentando uma linha à sua base (incluindo os algarismos respecti-
vos), de modo a que passe a ter exactamente 6 linhas. 
 
 
2.2. Se acrescentássemos às 6 linhas que a torre tem neste momento outras 44 linhas, que 
número ocuparia a posição central na base? Explica o teu raciocínio. 
 
 
2.3. Se uma torre deste tipo tivesse o número 423 na posição central da base, quantos qua-
drados teria nessa linha? Explica o teu raciocínio. 
 
 
3. Hoje de manhã a Ana saiu de casa e dirigiu-se para a escola. Fez uma parte do percurso a andar 
e a outra parte a correr. O gráfico que se segue mostra a distância percorrida pela Ana, em fun-
ção do tempo que decorreu desde o instante em que ela saiu de casa até ao instante em que che-
gou à escola. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Apresentam-se, em seguida, quatro afirmações. De acordo com o gráfico apenas uma é verda-
deira. Assinala-a com X, explicando por que motivo cada uma das restantes opções é falsa. 
 
  A Ana percorreu metade da distância a andar e a outra metade a correr. 
   
  A Ana percorreu maior distância a andar do que a correr. 
   
  A Ana esteve mais tempo a correr do que a andar. 
   
  A Ana iniciou o percurso a correr e terminou-o a andar. 
 
d2       
d1 
   t1                                t2 
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4. Os alunos de uma turma do 8ºano pretendem realizar uma visita de estudo. Antes de assinarem 
o contrato de aluguer de um autocarro, consultaram uma empresa de camionagem, que lhes 
ofereceu dois tipos de tarifa. 
 
 
Tarifa A – Pagamento inicial de 45€, mais 0,5€ por km;  
 
Tarifa B – Sem pagamento inicial, 0,9€ por km. 
 
O preço a pagar (P, em euros) varia em função do número 
de quilómetros percorridos (x, em km), de acordo com cada 
uma das tarifas. 
 
 
4.1. Observa os gráficos seguintes e identifica, justificando, a recta que diz respeito à tarifa 
A (ou seja, à função PA = 0,5x+45) e a que diz respeito à tarifa B (ou seja, à função 
PB=0,9x). 
 
 
4.2. Se fizesses parte deste grupo de jovens, qual das duas tarifas escolherias se o percurso 
total fosse de 150 km? E se fosse de 70 km? Justifica. 
 
 
4.3. Para que número exacto de quilómetros (x) as duas tarifas dão origem ao mesmo preço a 
pagar? Apresenta o teu raciocínio. 
 
5. Em Janeiro, o Vítor, depois de ter vindo do barbeiro, decidiu estudar o comprimento do seu 
cabelo, registando todos os meses a sua medida. O gráfico seguinte representa o crescimento do 
cabelo do Vítor, desde o mês de Janeiro (mês 0), até ao mês de Junho (mês 5). 
 
 
5.1. Completa a tabela seguinte: 
 
(M) – Mês Janeiro Fevereiro Março Abril Maio Junho 0 1 2 3 4 5 
(C) – Comprimento 
do cabelo (em cm)  4,4 5,8 7,2 8,6  
 
5.2. Em cada mês, quantos centímetros cresceu o cabelo do Vítor? 
 300
 300
    0
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5.3. Escreve uma expressão geral que represente o Comprimento (C) do cabelo do Vítor, em 
função do número de meses (M) passados após o corte de cabelo inicial. 
 
 
 
5.4. Se o cabelo do Vítor tivesse crescido 19,8 cm, quantos meses teriam passado desde o 
corte inicial de cabelo? Justifica. 
 
 
 
6.  
6.1. Observa as seguintes correspondências e indica as que não são funções, justificando a 
tua opção. 
 
a) 
 
 
 
 
 
 
 
   
 
 
 
 b) 
c)  d) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
6.2. Relativamente à correspondência “Quádruplo de…”, 
indica o domínio, o contradomínio e o conjunto de 
chegada. 
 
 
 
7. Resolve as seguintes equações: 
 
a) 
2ݔ ൅ 3
2
ൌ
10ݔ െ 3
6
 
b) 
ݔ
4
െ
2ݔ ൅ 3
2
ൌ
ݔ െ 3
5
 
 
4 
 
 
 
8 
 
        16 
 
    
    32 
 
    25 
 Quádruplo 
de… 
 
20 
 
6 
 
7 
2 
 
 
 
7 
 Múltiplo 
de… 
-5 
 
10 
 
6 
 
-10 
 
5 
 
Simétrico 
de… 
2 
 
4 
 
7 
2 
 
 
 
16 
 
49 
 
        Divisor 
          de… 
 
4 
 
6 
 
10 
16 
 
36 
 
  100 
 
Quadrado 
de… 
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ANEXO 12 
Ficha de Avaliação Intermédia – 2 
Temperatura… em graus Celsius ou Fahrenheit? 
 
A Mariana participou num concurso e ganhou uma viagem a Nova Iorque para 
passar o fim-de-semana. Entusiasmada com a oportunidade de conhecer um país que 
nunca tinha visitado antes, resolveu procurar, na Internet, algumas informações sobre a 
temperatura local nos próximos dias. Na figura podes observar a informação que a 
Mariana encontrou na sua pesquisa, relativa aos dias 21, 22 e 23 de Abril de 2006: 
 
 
       Hoje   Esta noite           Sábado              Sábado       Domingo       Domingo 
        à noite          à noite 
 
 
 
Legenda: 
Hi = temperatura máxima 
Lo = temperatura mínima 
 
 
Nos Estados Unidos da América, a temperatura é medida em graus Fahrenheit. A con-
versão entre graus Fahrenheit e graus Celsius pode ser efectuada usando a fórmula: 
 
ܥ ൌ
5ሺܨ െ 32ሻ
9
 
 
 
1. Convertam, em graus Celsius, as temperaturas referentes a cada uma das previsões. 
 
2. Em que dia é menor a diferença entre a temperatura mínima e a temperatura máxima 
registada em Nova Iorque? De quantos graus Celsius é essa diferença? Expliquem o 
vosso raciocínio. 
 
3. Resolvam a equação literal em ordem a F. 
 
Fonte: http://findlocalweather.com/forecast.php 
21-04-2006; 10h18m 
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4. Prevê-se que, em Lisboa, a temperatura máxima registada no próximo domingo seja 
de 20ºC. A quantos graus Fahrenheit corresponde esta temperatura? Justifiquem, 
apresentando todos os cálculos que efectuarem. 
 
 
 
 
5. Completem a tabela seguinte, acrescentando, nos espaços em branco, outras tempe-
raturas à tua escolha. Encontram alguma regularidade? 
 
C -20 -15 -10 -5 0 5   
         
 
 
 
 
 
6. Representem graficamente a função e indiquem se a mesma é, ou não, de proporcio-
nalidade directa? Justifiquem a vossa resposta. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
60
50
40
30
20
10
-10
-20
-30
-40
-50
-60
-60 -40 -20 20 40 60O
 
F 
C 
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ANEXO 13 
Pedido de Autorização – Conselho Executivo 
 
Exmo(a). Sr(a). 
Presidente do Conselho Executivo 
da Escola Secundária 
 
 
 
 
 
Ana Sofia da Silva Mesquita de Matos, professora do 1º grupo, vem solicitar 
autorização para concretizar, nesta escola, o projecto de investigação em educação 
intitulado “Explorando relações funcionais no 8.º ano: um estudo sobre o desenvolvi-
mento do pensamento algébrico”. Este projecto visa dar novos contributos sobre o 
modo como a resolução de tarefas com carácter exploratório e investigativo, envol-
vendo relações funcionais, pode promover o desenvolvimento do pensamento algébri-
co, em alunos do 8.º ano de escolaridade, e integra-se no âmbito do curso de Mestra-
do em Educação, na área de especialização em Didáctica da Matemática, da Faculda-
de de Ciências da Universidade de Lisboa. 
A concretização deste projecto implicará a recolha de dados de alunos do 8º 
ano, referentes à disciplina que lecciono. O trabalho empírico terá por base o desem-
penho dos alunos do 8.º K, ao longo do 2º Período nas diversas tarefas propostas. 
Serão objecto de análise, nesta investigação: i) materiais produzidos dentro e fora da 
sala de aula pelos alunos, como, por exemplo, fichas de trabalho e relatórios; ii) trans-
crições de algumas das interacções geradas entre eles; e iii) transcrições de entrevis-
tas que lhes sejam realizadas, fora da sala de aula. A recolha de dados envolverá a 
gravação em áudio e/ou vídeo de alguns destes momentos. 
Em todo o processo serão salvaguardados os direitos de privacidade e anoni-
mato que assistem aos participantes e à própria escola, enquanto instituição. Os 
encarregados de educação serão informados sobre este estudo, sendo essencial o 
seu consentimento, para possibilitar a participação dos alunos que nele pretendam vir 
a colaborar. 
 
 
 
21 de Dezembro de 2005 
 
 
 
Pede deferimento, 
 
 
____________________________ 
 (Ana Sofia da Silva Mesquita de Matos) 
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ANEXO 14 
Comunicação – Grupo Disciplinar 
Exma. Sra. 
Coordenadora do 1º Grupo 
 
 
 
Ana Sofia da Silva Mesquita de Matos, professora de Matemática do 8.º K, vem 
comunicar que esta turma irá participar, durante o 2.º Período, no projecto de investi-
gação em educação intitulado “Explorando relações funcionais no 8.º ano: um estudo 
sobre o desenvolvimento do pensamento algébrico”. Este projecto visa dar novos con-
tributos sobre o modo como a resolução de tarefas com carácter exploratório e investi-
gativo, envolvendo relações funcionais, pode promover o desenvolvimento do pensa-
mento algébrico, em alunos do 8.º ano de escolaridade, e integra-se no âmbito do cur-
so de Mestrado em Educação, na área de especialização em Didáctica da Matemática, 
da Faculdade de Ciências da Universidade de Lisboa. 
A concretização deste projecto encontra-se deferida pelo Conselho Executivo, 
em comunicação datada de 21 de Dezembro de 2005. Os objectivos do estudo serão, 
também, dados a conhecer à Directora de Turma do 8.º K, aos alunos e aos encarre-
gados de educação. O interesse dos alunos em participar voluntariamente neste estu-
do e o consentimento dos respectivos encarregados de educação serão duas condi-
ções essenciais para que se efective a sua participação neste projecto. 
O trabalho empírico terá por base o desempenho dos alunos do 8.º K, devida-
mente autorizados, sendo objecto de análise, nesta investigação: i) materiais produzi-
dos dentro e fora da sala de aula, como, por exemplo, fichas de trabalho e relatórios; 
ii) transcrições de algumas das interacções geradas entre alunos; e iii) transcrições de 
entrevistas que lhes sejam realizadas, fora da sala de aula. A realização destas entre-
vistas decorrerá, ocasionalmente, em tempos relativos às áreas curriculares não disci-
plinares ou em outro horário previamente acordado com os alunos e respectivos 
encarregados de educação. A recolha de dados envolverá a gravação em áudio e/ou 
vídeo de alguns destes momentos. 
Em todo o processo serão salvaguardados os direitos de privacidade e anoni-
mato que assistem aos participantes e à própria escola, enquanto instituição. 
Antecipadamente grata pela colaboração de todos os intervenientes neste pro-
cesso. 
4 de Janeiro de 2006 
 
A professora de Matemática,         Tomei Conhecimento: 
 
                        A Coordenadora do 1.º Grupo 
 
___________________________  
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ANEXO 15 
Comunicação – Directora de Turma 
Exma. Sra. 
Directora de Turma do 8.º K 
 
Ana Sofia da Silva Mesquita de Matos, professora de Matemática do 8.º K, vem 
comunicar que a turma irá participar, durante o 2.º Período, no projecto de investiga-
ção em educação intitulado “Explorando relações funcionais no 8.º ano: um estudo 
sobre o desenvolvimento do pensamento algébrico”. Este projecto visa dar novos con-
tributos sobre o modo como a resolução de tarefas com carácter exploratório e investi-
gativo, envolvendo relações funcionais, pode promover o desenvolvimento do pensa-
mento algébrico, em alunos do 8.º ano de escolaridade, e integra-se no âmbito do cur-
so de Mestrado em Educação, na área de especialização em Didáctica da Matemática, 
da Faculdade de Ciências da Universidade de Lisboa. 
A concretização deste projecto encontra-se deferida pelo Conselho Executivo, 
em comunicação datada de 21 de Dezembro de 2005. Os objectivos do estudo serão, 
também, dados a conhecer ao grupo disciplinar de Matemática, aos alunos e aos 
Encarregados de Educação. O interesse dos alunos em participar voluntariamente 
neste estudo e o consentimento dos respectivos Encarregados de Educação serão 
duas condições essenciais para que se efective a sua participação neste projecto. 
O trabalho empírico terá por base o desempenho dos alunos do 8.º K, devida-
mente autorizados, sendo objecto de análise, nesta investigação: i) materiais produzi-
dos dentro e fora da sala de aula, como, por exemplo, fichas de trabalho e relatórios; 
ii) transcrições de algumas das interacções geradas entre alunos; e iii) transcrições de 
entrevistas que lhes sejam realizadas, fora da sala de aula. A realização destas entre-
vistas decorrerá, ocasionalmente, em tempos relativos às áreas curriculares não disci-
plinares ou em outro horário previamente acordado com os alunos e respectivos 
Encarregados de Educação. A recolha de dados envolverá a gravação em áudio e/ou 
vídeo de alguns destes momentos. 
Em todo o processo serão salvaguardados os direitos de privacidade e anoni-
mato que assistem aos participantes e à própria escola, enquanto instituição. 
Antecipadamente grata pela colaboração de todos os intervenientes. 
 
4 de Janeiro de 2006 
 
A professora de Matemática,       Tomei Conhecimento: 
 
               A Directora de Turma do 8.º K, 
 
___________________________   ____________________________ 
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ANEXO 16 
Pedido de Autorização – Encarregados de Educação 
Exmo. Sr. 
Encarregado de Educação 
 
Ana Sofia da Silva Mesquita de Matos, professora de Matemática do 8.º K, vem 
comunicar que pretende realizar com esta turma, durante o 2.º Período, um projecto 
de investigação em educação intitulado “Explorando relações funcionais no 8.º ano: 
um estudo sobre o desenvolvimento do pensamento algébrico”. Este projecto visa dar 
novos contributos sobre o modo como a resolução de tarefas com carácter explorató-
rio pode promover o desenvolvimento do pensamento algébrico, em alunos deste ano 
de escolaridade. 
Deste trabalho não resultará qualquer prejuízo para os alunos, podendo com 
grande probabilidade resultar benefícios para a sua compreensão de conceitos e pro-
cedimentos matemáticos, nomeadamente no campo da Álgebra. No entanto, o inte-
resse dos alunos em participar voluntariamente neste estudo e o consentimento dos 
respectivos encarregados de educação (preenchendo e assinando a ficha anexa), são 
duas condições essenciais para que se efective a sua participação neste projecto. 
O trabalho a realizar terá por base o desempenho dos alunos do 8.º K, devida-
mente autorizados, sendo objecto de análise, nesta investigação: i) materiais produzi-
dos dentro e fora da sala de aula, como, por exemplo, fichas de trabalho e relatórios; 
ii) transcrições de algumas das discussões geradas entre alunos; e iii) transcrições de 
entrevistas que lhes sejam realizadas, fora da sala de aula. A realização destas entre-
vistas decorrerá, ocasionalmente, em tempos relativos às áreas curriculares não disci-
plinares ou em outro horário previamente acordado com os alunos e respectivos 
encarregados de educação. A recolha de dados envolverá a gravação em áudio e/ou 
vídeo de alguns destes momentos. Os dados recolhidos serão usados exclusivamente 
para o objectivo desta investigação, não sendo divulgados por nenhum meio os nomes 
dos alunos participantes, nem a identificação da escola, salvaguardando-se assim o 
seu anonimato. 
Os alunos participantes e os respectivos encarregados de educação serão 
informados, ao longo do 2.º Período ou sempre que considerem necessitar de algum 
esclarecimento adicional, sobre o modo como estão a decorrer as actividades. 
Antecipadamente grata pela colaboração de todos os intervenientes neste pro-
cesso, 
 
4 de Janeiro de 2006. 
 
A professora de Matemática, 
 
 
____________________________ 
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Autorização 
 
 
Eu, encarregado de educação do aluno ________________________________, 
n.º ____, da turma K, do 8.º ano de escolaridade, tomei conhecimento dos objectivos 
do projecto de investigação em educação intitulado “Explorando relações funcionais no 
8º ano: um estudo sobre o desenvolvimento do pensamento algébrico”, que envolverá 
a turma, no âmbito da disciplina de Matemática, ao longo do 2.º Período, e 
__________________ (autorizo/não autorizo) a participação do meu educando. 
 
 
Relativamente às entrevistas realizadas, ou a outras actividades que envolvam o 
meu educando, no âmbito deste projecto de investigação,______________ (autori-
zo/não autorizo) a sua gravação em áudio e/ou vídeo e uso para efeitos de investiga-
ção, com a salvaguarda do respectivo anonimato.  
 
 
4 de Janeiro de 2006. 
 
 
O encarregado de educação, 
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ANEXO 17 
Guião – 1.ª entrevista 
- Registo da data e da hora do início da gravação. 
 
- Questões iniciais: 
 
o Por que nome pretendes ser tratado? 
o Que idade tens? 
o Em que ano andas? 
o Como foi o teu percurso escolar? 
  - Já repetiste algum ano? Qual? 
  - Como te vês como aluno? 
- Como foi o teu percurso em relação à Matemática? 
- Como te sentes este ano, nesta disciplina? 
 
- Resolução da Tarefa I: 
 
Questão Possíveis questões complementares 
Questão I 
 
- Consegues identificar alguma regularidade? 
 
- A regra que descreves funciona para todos os casos? 
 
- O que varia nesta situação? 
 
Questão II 
 
- Que significado atribuis às letras utilizadas em cada uma das alíneas? 
 
- Qual é o seu papel em cada caso? 
 
Questão III 
 
- Que significado tem, para ti, cada uma das expressões algébricas usa-
das pelas gémeas? 
 
 
- Questões finais: 
 
o O que pensas sobre as tarefas que realizaste nesta entrevista? Que dificul-
dades sentiste? Em que aspectos te sentiste mais à vontade? 
 
 
- Registo da hora do final da gravação. 
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ANEXO 18 
Tarefa – 1.ª entrevista 
Nota: Ao longo da resolução das tarefas que se seguem, apresenta todo o teu raciocínio, explicando, 
também, oralmente o modo como estiveres a pensar, em cada uma delas. 
 
I. Observa a sequência de pontos que se segue: 
                 •                
                 •                
      •           •                
      •           •                
 • •    •   • • • • • •   •   • • • • • • • • • •   …
      •           •                
                 •                
                 •                
                                 
Fig. 1  Fig. 2   Fig. 3   Fig. 4     Fig. 5      …
 
 
1. Desenha a 12ª figura desta sequência. Explica como pensaste. 
 
 
2. Imagina que estás numa cabine telefónica e pretendes contar a um colega como 
será o aspecto da 100ª figura desta sequência. Explica o que lhe dirias, com todo 
o pormenor. 
 
 
3. Existe alguma figura, nesta sequência, que seja formada por 64 pontos, coloca-
dos na horizontal? Justifica a tua resposta, apresentando todo o teu raciocínio. 
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4. Descreve uma regra que permita determinar o número total de pontos existentes 
em qualquer figura desta sequência. Explica como a encontraste. 
 
 
II. Observa as expressões seguintes e explica, em cada caso, o papel que desempenha 
cada uma das letras utilizadas: 
 
a) ܣ ൌ ࢉ ൈ ࢒ 
b) ݊ ൅ 3 
c) ܽ ൅ 1 ൌ 24 
d) 2ݔ 
e) ܽሺܾ ൅ ܿሻ ൌ ܾܽ ൅ ܽܿ 
f) 2ݔ ൅ 3 ൌ 4ݔ െ 1 
g) ݊ଶ 
 
 
III. 
A Joana e a Filipa são gémeas e resolveram começar a coleccionar calendários, 
formando duas colecções individuais. As duas irmãs gostam de inventar mistérios e de 
propor a sua resolução aos seus amigos. Por isso, resolveram dizer a todos: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Qual das duas irmãs terá mais calendários na sua colecção? Justifica a tua resposta, 
apresentando todo o teu raciocínio. 
 
O número de calendários 
que eu já tenho pode ser 
representado pela expres-
são 2ݔ !... 
Pois é, Joana!!! Tens razão... 
E nesse caso, o número de 
calendários que eu já tenho 
pode ser representado pela 
expressão ݔ ൅ 4 !... 
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ANEXO 19 
Guião – 2.ª entrevista 
- Registo da data e da hora do início da gravação. 
 
- Questões iniciais: 
 
o Relembra-me o teu nome e a tua idade. 
 
- Resolução da Tarefa 2: 
 
Questão Possíveis questões complementares 
Questão I 3 
 
- Se não conseguirem encontrar uma expressão geral que se adeqúe à 
sequência dos W’s, peço para que encontrem uma apenas para os pon-
tos da formação em V e uma outra para os pontos que se acrescentam. 
 
- O que varia nesta situação? Como se relaciona essa variação com o 
número de cada figura? 
  
Questão II 
 
- Qual dos gráficos seguintes diz respeito à Rita? E ao Miguel? 
 
- Descreve como variam as duas grandezas, em cada um dos casos. 
 
Questão III 
 
-------------------------------------------------- 
 
 
- Questões finais: 
 
o O que pensas sobre as tarefas que realizaste nesta entrevista? Que dificul-
dades sentiste? Em que aspectos te sentiste mais à vontade? 
 
 
 
 
 
 
                                                 
3 A questão 4 deste grupo, a apresentar ao aluno, difere consoante a resposta dada por si na questão ante-
rior. Pretende-se verificar se o aluno identifica expressões equivalentes ou se manifesta, ainda dificulda-
des na interpretação da simbologia algébrica. 
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o Em várias das tarefas que resolveste, usaste símbolos algébricos, algumas 
letras, que têm, certamente, algum significado. É sobre esse assunto que 
gostaria que reflectisses um pouco, agora: 
 
- Que significado tem para ti a expressão a que chegaste na questão I? 
- Que significado têm, para ti, as expressões a que chegaste na questão II? 
- Que significado tem para ti o símbolo utilizado na questão III? 
    
      Em todas estas questões, os símbolos são utilizados com o mesmo objec-
tivo? Justifica. 
 
 
o Lembra-te, agora, das aulas de Matemática em que resolveste as tarefas 
que se encontram em anexo. Que experiências mais te marcaram? 
 
(Aspectos a ter em conta no discurso do aluno: 
 
- aquelas de que gostou mais; 
- aquelas de que gostou menos; 
- as que lhe pareceram mais simples; 
- as que lhe pareceram mais complicadas.) 
 
 
o Tens algum outro comentário a fazer? 
 
 
- Registo da hora do final da gravação. 
 
Explorando relações funcionais no 8.º ano 
Instrumentos – Recolha de dados 
 
243 
 
ANEXO 20 
Tarefa – 2.ª entrevista 
Nota: Ao longo da resolução das tarefas que se seguem, apresenta todo o teu raciocínio, explicando, 
também, oralmente o modo como estiveres a pensar, em cada uma delas. 
 
I. Recordas-te da tarefa em que estudámos os grupos de aves (e aviões) que 
voavam em V para poupar energia? Existem outras formas possíveis de 
voar, com um consumo de energia mais económico. Observa a sequência 
seguinte, em que cada grupo voa numa formação em W. 
 
 
                                
  •  •       •    •      •      •     
 •  •  •     •  •  •  •    •  •    •  •    
         •    •    •  •    •  •    •  …
                  •      •      •  
                                
   1          2              3        …
 
1. Quantos pontos terá a 5ª figura desta sequência. Explica como pensaste. 
 
 
 
 
 
2. Quantos pontos terá a 100ª figura desta sequência? Apresenta o teu raciocínio. 
 
 
 
 
 
3. Escreve uma expressão geral que represente o número de total de pontos em 
qualquer figura desta sequência. Explica como a obtiveste. 
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4.  De entre as expressões seguintes, selecciona outra que possa, também, represen-
tar o número total de pontos em qualquer figura desta sequência. Justifica. 
 
 
 5݊   ሺ݊ ൅ 1ሻଶ 
 ݊ଶ    4݊ ൅ 1 
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4.  De entre as expressões seguintes, selecciona outra que possa, também, represen-
tar o número total de pontos em qualquer figura desta sequência. Justifica. 
 
 
 5݊  ሺ݊ ൅ 1ሻଶ  
 ݊ଶ    2ሺ2݊ ൅ 1ሻ-1  
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4.  De entre as expressões seguintes, selecciona outra que possa, também, represen-
tar o número total de pontos em qualquer figura desta sequência. Justifica. 
 
 
 5݊   ሺ݊ ൅ 1ሻଶ 
 ݊ଶ    ሺ2݊ ൅ 1ሻ ൅ 2݊ 
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II. A Rita e o Miguel resolveram fazer uma corrida numa pista de atletismo com 2000 
metros. Para tornar a corrida mais justa, o Miguel disse à Rita que a deixaria partir 
alguns metros à sua frente, afirmando que, mesmo assim, conseguiria vencer. 
 
O gráfico da figura em anexo mostra uma previsão sobre o modo como decorrerá a 
corrida supondo que: 
 
• O Miguel percorre 4 metros por segundo; 
• A Rita percorre 3 metros por segundo e parte com um avanço inicial 
de 200 metros. 
 
1. Observa o gráfico e descreve o que poderá suceder nesta corrida. Achas que o 
Miguel terá razão? Quem sairá vencedor? 
 
 
 
2. Completa as tabelas seguintes, preenchendo todos os espaços em branco. Apre-
senta o teu raciocínio. 
 
 
 
Miguel 
Tempo (s) 0 1  5 100   x 
Distância (m) 0  8   1200 2000  
 
 
Rita 
Tempo (s) 0 1  5 100   x 
Distância (m) 200  206   1400 2000  
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3. Com base na questão anterior, é possível verificar que: 
 
• A função ݔ ՜ 4ݔ representa a distância percorrida pelo Miguel ao longo 
do tempo; 
• A função ݔ ՜ 3ݔ ൅ 200 representa a distância percorrida pela Rita ao 
longo do tempo. 
 
 
Em que instante se prevê que se cruzem os dois amigos? Que distância terão percor-
rido até aí? Justifica a tua resposta. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
4. Considera a equação ݕ ൌ 3ݔ ൅ 200. Resolve-a em ordem a ݔ. 
 
 
 
 
 
 
 
III. Resolve a seguinte equação, explicando, oralmente, todos os procedimentos que 
efectuares. 
 
ݔ
6 ൅
2ሺ5 െ 2ݔሻ
3 ൌ
6ݔ
2 െ 5 
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IV. Observa as expressões seguintes e explica, em cada caso, o papel que desempenha 
cada uma das letras utilizadas: 
 
a) ܣ ൌ ࢉ ൈ ࢒ 
 
b) ݊ ൅ 3 
 
c) ܽ ൅ 1 ൌ 24 
 
d) 2ݔ 
 
e) ܽሺܾ ൅ ܿሻ ൌ ܾܽ ൅ ܽܿ 
 
f) 2ݔ ൅ 3 ൌ 4ݔ െ 1 
 
g) ݊ଶ 
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Anexo I
 decorrerá 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
a corrida do Miguel e da Rita 
(em
Tempo 
 segundos) 
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Anexo II 
 
Tarefas resolvidas na aula: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Tarefa 1 
Voo em “V” 
Tarefa 8 
Um muro no jardim 
Tarefa 7 
As gémeas misteriosas 
Tarefa 6 
Passeio a pé 
Tarefas 4 e 5 
Gasóleo em promoção 
Tarefa 3 
O que escondem os gráficos? Tarefa 2 
Observando a variação 
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ANEXO 21 
Guião – Diário de bordo 
Aula: 
Data: 
Tarefas: 
Tempo previsto/Tempo gasto: 
 
Antes da aula 
Expectativas do professor: 
 
 
 
 
 
 
O que sucedeu na aula? 
Instruções: 
 
 
 
 
Reacção inicial às tarefas propostas: 
 
 
 
 
Dificuldades e comentários expressos pelos alunos: 
 
 
 
 
Atitudes do professor / Questões colocadas / Respostas obtidas: 
 
 
 
 
Atitudes dos alunos no desenvolvimento da tarefa / Estratégias utilizadas: 
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Discussão geral / Intervenções dos alunos / Gestão do professor: 
 
 
 
 
O que se salientou relativamente aos alunos entrevistados neste estudo: 
 
 
 
 
Outros aspectos a destacar / Episódios marcantes decorridos na sala de aula: 
 
 
 
 
 
 
Após a aula 
Aspectos bem conseguidos: 
 
 
 
 
Aspectos que podem ser melhorados (nas tarefas, na prática do professor): 
 
 
 
 
Reflexos sobre a investigação: 
 
 
 
 
 
Observações: 
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